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 چکیده 
توان تک جمله   سازی یکدر این مقاله، مسئله مینیمم  های معادلات  ای با محدودیت تابع هدف هندسی با 

. این مقاله قصد دارد که  گیرد ضرب مورد مطالعه قرار می-رابطه فازی دو قطبی با عملگر ترکیبی ماکزیمم
را بهنگام کند و الگوریتمی برای یافتن کران بالای ابتدایی    ، کران پایین تابع هدف آنمسئله سازی  با ساده 

)یا بهنگام شده( آن طراحی کند. سپس، یک    بر  مسئلهبرای مقدار هدف بهینه   پایین ابتدایی  اساس کران 
دهیم. یک الگوریتم  مسئله فوق توسعه می روش شاخه و کران اصلاح شده براساس این کران برای حل  

توجه به الگوریتم فوق و روش شاخه و کران توسعه یافته طراحی خواهیم کرد. با   با مسئلهکارا برای حل 
های خیلی کمتری را  خه و کران توسعه یافته تعداد گره توجه به کران بالا و پایین پیشنهاد شده، روش شا 

بررسی می برا از این ی پیدا کردن جواب بهینه  ب   کند.  قابل ملاحظه ه رو، میزان محاسبات  اهش  ای کطور 
 شود. ح الگوریتم و کارایی آن ارائه مییابد. در پایان، یک مثال عددی برای توضی می 
 

ضرب، روش شاخه و  -ریزی هندسی، عملگر ماکزیممدلات رابطه فازی دو قطبی، برنامه معا :   ها کلیدواژه 
 کران اصلاح شده. 

 
 
 

 
گیریهای نوین در تصمیمپژوهش   

100-76 ، صص1400، زمستان  4، شماره 6دوره   

 نوع مقاله: پژوهشی 

 



 1400، زمستان   4، شماره  6گیری  ـــــــــــــــــــــــــــــ دوره های نوین در تصمیم پژوهش               `

77 

 مقدمه -1
. سپس  ]1[  معرفی شد  1967در سال  1همکارانشریزی هندسی در ابتدا توسط دیوفین و  رنامه ب

، و  3موضوعاتی از قبیل تحلیل حساسیت، برازش مونومالی   ]3[و تعدادی از محققان    ]2[  2زنر
های تساوی پوزیی  ای، و محدودیت های کسری، نماهای چندجمله های زیادی مانند توان توسعه 
برنامه   4نومیال دادند. مسائل  قرار  بحث  مورد  برا  از طریق  طور خیل ه ریزی هندسی  نزدیکی  ی 

مسائ  به  آنتروپیدوگانگی  متقاطع  5ل  آنتروپی  می   6و  و  ]4[باشد  مرتبط  دانتزیک  مثال،  برای   .
ب  مسئله یک    ]5[  7همکارانش  که  دادند  قرار  مطالعه  مورد  را  شیمیایی  دوگان  ه تعادل  صورت 

از روند توسعه برنامه ی هندسی است ریزمسئله برنامه  توان  ریزی هندسی را می . یک مروری 
برنامه   [6]در   حساسیت  تحلیل  منبع  یافت.  در  هندسی  قرار    [7]ریزی  بررسی  و  بحث  مورد 
جنبه گرفت روی  زیادی  پژوهشگران  است.  برنامه ه  مختلف  کرده های  کار  هندسی  اند.  ریزی 

هندسی عدد صحیح مختلط انجام  ریزی محققان تحقیقاتی روی برنامه ی از عنوان نمونه، تعداد ه ب
ها قطعی نیستند در  که در آن ضرایب در پوزیی نومیال  8ریزی هندسی استوار . برنامه ]8[اندداده 
ل دنیای واقعی،  م قطعیت در تعیین پارامترهای مسائدلیل وجود عده اند. بمطالعه شده   [9]منبع  

مورد بررسی قرار    ]10[گیری در یک محیط فازی و علوم مدیریت  یم مسئله تصم   9بلمن و زاده 
فرمول  برای  قدرتمندی  ابزار  فازی  منطق  بهینه بندی  دادند.  در  طراحی  می مسئله  باشد  سازی 

[11-14]    . 
بهینه  محدودیت مسائل  با  هندسی  فازی  سازی  رابطه  نامعادلات  یا  معادلات  جنس  از  هایی 

مهمی  بی   کاربردهای  ارتباط  سیستم [15]سیم  در  اشتراک ،  به  شبکه های  در  فایل  های  گذاری 
ریزی  مسئله برنامه ، و مباحث مخابراتی دارد.  ]16[  11های بیت تورنت با پروتکل   10همتا به همتا 

)هندسی با تابع هدف  )jj

n

j
xcZ =

=1
  (FRIs)  12های نامعادلات رابطه فازی با محدودیت   

و همکارانش نماد    ]17[  13توسط ونگ  که در آن دو  قرار گرفت  مطالعه    ""و    ""مورد 
دهد. با بکارگیری مسیرهایی براساس ماتریس  گر ماکزیمم و مینیمم را نمایش می ترتیب عمل به 

ریزی هندسی با تابع  مسئله برنامه   ]15[  14را حل کردند.  یانگ و همکارانش   مسئله مشخصه،  

iهدف  

n

i
xZ

1=
=   با عملگر ماکزیو محدودیت را برای  -مم های نامعادلات رابطه فازی  ضرب 

بهینه  مدیریت  ایستگاه مدل  پایه  سازی  بی های  ارتباط  روش  انتشار  یک  و  کردند  معرفی  سیم 
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حل   برای  جواب   مسئله ماتریسی  همه  محاسبه  بدون  )شبه اخیر،  محدودیت های  مینیمال  های  ( 

)ریزی با تابع هدف  مسئله برنامه  ]18[ 15ه کردند. وو مسئله ارائ )i
r
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xcZ =
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، که در آن  

0ic محدودیت و  فازی های  ،  رابطه  ماکزیمم   (FREs)  16معادلات  عملگر  را  -با  مینیمم 
همکارانشمورد و  ژو  دادند.  قرار  مجموعه    ]19[  17مطالعه  کردن  پیدا  برای  الگوریتم  تعدادی 
ریزی هندسی رابطه فازی  مسئله برنامه ه کردند.  مسئله فوق در سه حالت ارائهای بهینه  جواب 

معرفی گردید و    ]20-21[مینیمم در منابع  -ماکزیممضرب و  -با عملگر ماکزیمم   18نیمه مشبک
ماکزیمم   مسئله یک روش ماتریسی برای حل   و  -با عملگر  با عملگر    مسئله ضرب طراحی شد 

سازی مورد مطالعه قرار گرفت. سیستم  سازی و مینیمم مینیمم در دو حالت ماکزیمم -کزیمم ما
معادلات و نامعادلات روابط فازی مسایل مذکور نسبت به متغیرها صعودی هستند. در برخی  

اقتصادی   کاربردهای  دا   [22]از  نیازمند  با سیستم که  بشری هستیم  از  وری و قضاوت  هایی 
می  مواجه  فازی  رابطه  معادلات  تصمجنس  متغیرهای  بردار  شامل  که  آن  شویم  نقیض  و  یم 

چنین  ه ب هستند.  همزمان  قطبیسیستم طور  دو  فازی  رابطه  معادلات  را    (BFREs)  19هایی 
بهینه نامند.  می  محدودیت مسئله  با  و    BFREsهای  سازی  فرسن  توسط  بار  اولین  برای 

را    BFREsها سیستم  اقتصادی معرفی شد. آن   مسئله بندی یک  برای فرمول   ]22[  20همکارانش 
را با اشتراک و    تبدیل کردند. مجموعه جواب آن  FRIsو    FREsل به چند سیستم  طور معاده ب

گام  به ه دست آوردند و یک الگوریتم گام ب  FRIsو    FREsهای  اجتماع گرفتن از مجموعه جواب 
پیدا کردن جواب بهینه     BFREsفوق با توجه به ساختار مجموعه جواب سیستم    مسئله برای 

جواب ارائ مجموعه  یافتن  اینکه  به  توجه  با  کردند.  رابطه  ه  نامعادلات  و  معادلات  سیستم  های 
سخت  -NPنیز    BFREsاست، لذا یافتن مجموعه جواب سیستم    21سخت-NP  مسئله فازی یک  

بر خواهد بود. برای برطرف کردن  ان سازی الگوریتم فوق بسیار زم ، پیاده رو   باشد. از اینمی 
سازی  بهینه   مسئله استفاده کردند و    ]24[از نتایج حاصل از منبع    ]23[  22این مشکل، لی و لیو 

یک تبدیل کردند. تعدادی از محققان  -ریزی خطی عدد صحیح صفربرنامه   مسئله فوق را به یک  
با  روش آن بهبود دادند  های ساده توجه به خواص جواب بهینه و رویه   ها را  . با  [25]سازی 

برنامه  مسائل  کاربرد  و  اهمیت  به  همکارانش  توجه  و  نژادی  علیان  هندسی،    [26]ریزی 
ضرب را  -و عملگر ماکزیمم  BFREsهای سازی تابع هدف هندسی مونومیال با محدودیت بهینه 

الگوریت یک  دادند.  قرار  مطالعه  بهینه  مورد  برای دستیابی به جواب  براساس ساختار    مسئله م 
شد.   طراحی  هدف  تابع  و  شدنی  ب  مسئله دامنه  مدل ه زیر  از  تعمیمی  در  عنوان  مندرج  های 
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 باشد: می   [15,18,19,27]منابع
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−− = ][  ،1= mibb ها متعلق  های آن ، و مؤلفه ][

],[به   همچنین،    10 njccهستند.  = njrrو    ][1 = برای    0jrو    0jcبا    ][1

 nJj ,...,1=    است. نمادهای  ،  و ،x   ترتیب نماینده عملگر ماکزیمم، ترکیب  به

بردار  -ماکزیمم  نفی  عملگر  و  )ضرب،  )Tnxxx صورت  ه ب  =1,...,

( )Tnxxx −−= 11 در    ,...,1 از    ]28[است.  یکی  تعیین  برای  کافی  شرایط  تعدادی 
( در شرایط کافی  3) -(1)  مسئله که    ه شد. در صورتیل آن ارائبدون ح  مسئله های بهینه  جواب 

در   بهینه    ]28[مندرج  برای تعیین جواب  کران اصلاح شده  و  نباشد، یک روش شاخه  صادق 
ایط کافی برای تعیین  ، نوع دیگری از شر ]29[( در حالت کلی پیشنهاد گردید. در  3)-(1)   مسئله 

ه به این شرایط،  بدون حل مستقیم آن پیشنهاد گردید. با توج  مسئله های بهینه  تعدادی از مؤلفه 
شدنی   دامنه  می   مسئله ساختار  داده  مؤلفه تقلیل  سایر  جستجوی  دامنه  و  بهینه  شود  های 

استفاده  از روش ش  ]29[ها در  شود و برای ردیابی آن محدودتر می  اخه و کران اصلاح شده 
تقلیل می می  محاسبات  اکنون، سؤ شود و حجم  ای یابد.  در  مهمی که  می ال  مطرح    این   ،شود نجا 

طور قابل  ه های آن باخه و کران داد که تعداد ارزیابی توان در قسمت شاست که چه تغییراتی می 
های  ، تعداد ارزیابی با پاسخ به موارد زیر   کنیمیل یابد که در این مقاله، سعی می ای تقلملاحظه 

 روش شاخه و کران اصلاح شده را تقلیل دهیم: 
می  . 1 با ساده تو چگونه  تابع هدف  مسئله سازی  انیم  برای  بهنگام شده  پایین  یک کران   ،

 دست آورد؟ ه  ( ب3) -( 1)  مسئله بهینه 
توانیم الگوریتمی طراحی کنیم که یک کران بالای آغازین روی مقدار هدف  چگونه می  . 2

کارگیری این  ه سازی شده آن تولید کند؟ و نحوه بساده   مسئله ( یا 3)-( 1)   مسئله بهینه 
کران  کران در روش شاخه  ارزیابی   و  تعداد  کران  برای کاهش  های روش شاخه و 
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 اصلاح شده چگونه است؟ 

انگیزه پ فوق،  سؤالات  به  ماسخ  مقاله،  این  در  است.  مقاله  این  اصلی  مورد  های  را  فوق  وارد 
تابع هدف  مطالعه قرار می  ابتدایی برای مقدار  پایین  گردد و  تعیین می   مسئله دهیم و یک کران 

براساس کران پایین    مسئله الگوریتمی برای پیدا کردن کران بالای ابتدایی مقدار تابع هدف بهینه 
با توجه    [29-28]شود. روش شاخه و کران اصلاح شده در  بتدایی )یا بهنگام شده( طراحی می ا

  مسئله های کمتری را برای یافتن جواب بهینه  یشنهادی و کران پایین، تعداد گره پ   به کران بالای 
  دهد. در پایان، مثالی ای کاهش می طور قابل ملاحظه ه بررسی خواهد کرد و میزان محاسبات را ب
ارائه می  ببرای توضیح کارایی الگوریتم  صورت زیر است. در بخش  ه شود. ساختار این مقاله 

ویژگی  شدنی  ها دوم،  دامنه  می   مسئله ی  برای  بررسی  پایین  کران  یک  سوم،  بخش  در  شود. 
بهینه   تابع هدف  می   مسئله مقدار  کران  ارائه  محاسبه  برای  الگوریتمی  چهارم،  بخش  در  شود. 

بهینه   الگوریتمی برای  ارائه    مسئله بالای آغازین روی مقدار هدف  پنجم،  خواهد شد. در بخش 
ب  مسئله حل   الگوریتم  این  خواهد شد.  مثاه اصلی طراحی  یک  بخش ششم  وسیله  در  عددی  ل 

 شود. ارائه می شود. نتایج حاصله در بخش هفتم  توضیح داده می 
 

 ( 3)-(1)  مسئله های دامنه شدنی  ویژگی  -2

محدودیت ق عبارت3) -(1)   مسئله های  سمت  جواب  ا  (  بردارهای  مجموعه  از  nxست  ],[ 10 
 که رابطه زیر برقرار باشد:   طوریه است ب

( )   .,...,,.,.max mIibxaxaMax ijijjij
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                  )4( 

( سازگار است اگر مجموعه  4ضرب ) -سیستم معادلات رابطه فازی دو قطبی با عملگر ماکزیمم 

)جواب آن یعنی   )bAAS ,, ( ناسازگار است.  4صورت، سیستم )  ناتهی باشد. در غیر این   +−
 شود.  معرفی می   1( در لم  4جواب سیستم )های بالا و پایین مجموعه  کران 
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Maxx 1  برای هر ،Jj  است. همچنین، بردار ،( )Tnxxx ˆ,...,ˆˆ 1= 
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باشد که در آن  ( می 4بالای مجموعه جواب سیستم ) کران 













= +

+
iij

ij

i

Ii
j ba

a

b
Minx̂  برای ،

 ، است. Jjهر  

jj، بدون از دست دادن کلیت، فرض کنید که  ]28[با توجه به  xx ˆ


، و  Jj، برای هر  

0ib  برای هر ،Ii 23مشخصه ، است. در ادامه، ماتریس  nmijqQ = ]~[
~

صورت  ه را ب 

 : [28]کنیم زیر تعریف می 

  ( )

  ( )

  ( )
.,

,

,ˆ..ˆ,

,ˆ..ˆ

,ˆ..

~ JjIi

Otherwise

xabxaxx

xabxax

xabxax

q

jijijijjj

jijijijj

jijijijj

ij 
















==−

=−

=−

=
+−

+−

+−







1

1

1

                           

لم   به  توجه  ماتریس  1با   ،Q
~

ب   نیاز  مورد  اطلاعات  )تمامی  برقراری سیستم  ثبت  4رای  را   )
اینمی  از  و  )   کند  سیستم  مشخصه  ماتریس  به  روی  4رو،  از  سادگی،  برای  است.  معروف   )

Qماتریس  
~

دودویی    مشخصه  ماتریس  دو   ،nmijqQ 
−− = nmijqQو  ][ 

++ = ][  

 :  [23]شودصورت زیر تعریف می ه ب

.,
,

,~

,

,~ˆ
JjIi

Otherwise

qx
qو

Otherwise

qx
q

ijj
ij

ijj
ij 



 

=


 

= −+

0

1

0

1 

(5           ) 

 : ]28[شود های اندیس زیر تعریف می ، مجموعه Q+با توجه به ماتریس  

( )  1=== ++
ijjjj qxxIixI )و   ˆ& )  1=== ++

ijjji qxxJjxJ &ˆ. 

 های اندیس زیر را تعریف کنید: ، مجموعه Q−همچنین، با توجه به ماتریس  

( )  1=== −−
ijjjj qxxIixI &

   و( )  1=== −−
ijjji qxxJjxJ &


. 

کنیم:  تعریف می  Jjعلاوه، برای هر  ه باشد. بمی  Jjو   Iiها  که در آن 

( ) ( ) ( )xIxIxI jjj
−+=  . 

 شود:   های اندیس زیر تعریف می براساس نمادهای فوق، مجموعه 
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( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,ˆ,ˆ JjIixJJxIIxJJxII iijjiijj ==== −−−−++++ (6                        ) 

برای چک  و کافی  )   اکنون، شرایط لازم  می 4کردن سازگاری سیستم  بیان  از آن،  (  قبل  شود. 

و    jy  24را با لیترال مثبت   jx̂، مقدار  Jjلازم است مفهوم زیر را معرفی کنیم. برای هر  

jxمقدار  


کنیم که عبارت اخیر بدین معنی است که  گذاری می برچسب   jy  25با لیترال منفی   

jj xx jjو            =ˆ xx


 کند و برعکس. را ایجاب می  jy=0و   jy=1عبارات     =

 
ماکزیمم[28]  1قضیه   با عملگر  دوقطبی  فازی  معادلات رابطه  ضرب سازگار است  -. سیستم 

i 26اگر و تنها اگر فرمول بولی مشخصه 
Ii
CC


=  بخش باشد که در  و رضایت  تعریفخوش

jآن  
Jj

j
Jj

i yyC
ii

=
−+ 

و    10,,  jj yy . 

مقدار    . 1نکته   kxاگر 
  مؤ بهینه  kلفه  برای  جواب  این  x*ام  در  شود،  صورت    انتخاب 

−سطر)های(   kIi    و ستونk   های  تواند از ماتریس می+Q    و−Q    ،حذف شود. همچنین

بهینه  امین مؤkبرای    kx̂اگر مقدار   در این  x*لفه جواب  صورت سطر)های(    انتخاب شود، 

+
k

Ii   و ستونk  های  تواند از ماتریس می+Q   و−Q  .حذف شوند 
و در  شود  ( ارائه می 1)-(3)   مسئله در بخش بعد، یک کران پایین آغازین برای تابع هدف بهینه  

 را با یک کران پایین بهتری بهنگام کرد.   توان آنکافی می صورت برقراری شرایط  
 

 ( 3) -(1)  مسئلهمحاسبه یک کران پایین برای مقدار تابع هدف بهینه  -3

)برای هر    ، و  c  ،rون  چ )bAASx ,, −+ :رابطه زیر برقرار است ، 

( ) ( ) ,:,, LxZbAASx  −+(7                                                                                      ) 

آن   در  که 






=


j
r
jj

Jj
xcL


بنابراین،  ]28[.  .L    هدف مقدار  روی  آغازین  پایین  کران  یک 

تواند کران پایین مذکور را بهبود دهد، در قضیه  هایی که می ( است. یکی از ویژگی 3) -(1) مسئله 
 شود. ی و نکته زیر بیان م

+=1که    طوریه وجود داشته باشد ب  Ii. اگر اندیس  ]29[  2قضیه   −+
ii JJ    یعنی

xx 

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 kJi −=و    +=
iJ     یا( kJi +=و    −=

iJصورت برای هر جواب    (، در این

)بهینه   )
Jjjxx


= kkداریم:   ** xx ˆ* kk)یا   = xx


=* .) 

انتخاب     2تحت شرایط قضیه    x*لفه جواب بهینه  امین مؤkبرای    kx̂اگر مقدار    .2نکته  

بهنگام می   Lصورت کران پایین ابتدایی    شود، در این  سازی شود.  تواند با یک مقدار بزرگتر 

حالت،   این  در  بنابراین،  k
r
kk xcLMaxL می   =,.ˆ که  قرار  است  واضح  مطلب  این  دهیم. 











j
r
jj

Jj
xcL


.  . 

وسیله مقدار  ه ب  Lاگر    . 3قضیه   k
r
kk xcLMax بهنگام شده    ,.ˆ داده شود، مقدار  بهبود 

L  ماند. ( باقی می 3) -( 1)  مسئله کران پایینی روی مقدار هدف 

نکته    اثبات. به  توجه  که  1با  وقتی   ،kx̂    برایk مؤ بهینه  امین  جواب  انتخاب    x*لفه 

وسیله  ه ب  Lمقدار    ،شود می  k
r
kk xcLMax می   ,.ˆ داده  مقدار  بهبود  سادگی،  برای  شود. 

شده   داده  می د   Lبا    Lبهبود  داده  نمایش  اثبات  این  سراسر  یعنی،  ر  شود، 

 k
r
kk xcLMaxL ˆ.,=  اگر  .k

r
kk xcL ˆ.  این در  LLصورت    باشد،  =    با نتیجه  و 

kصورت، داریم    ( درست است. در غیر این7توجه به رابطه ) 
r
kk xcL ˆ.    وk

r
kk xcL ˆ.=  .

)بنابراین، داریم:  ) LxcxZ k
r
kk = یک جواب بهینه است، در    x*. از طرف دیگر، چون *.ˆ

)صورت برای هر    این )bAASx ,, −+    :داریم( ) ( )*xZxZ رو، در این حالت    . از این

)شود یعنی برای هر  نتیجه حاصل می  )bAASx ,, −+   :داریم( ) LxZ . 

  مسئله از    x*های یک جواب بهینه  ت شرایط کافی معینی، تعدادی از مؤلفه اگر تح   .3نکته  
(  3) -( 1)  مسئله ها را از های متناظر با آن ( تعیین شوند، متغیرهای تعیین شده و محدودیت 3) -( 1)

ابعاد   حذف کنید. قرار دهید:    مسئله جهت تقلیل  *
jxJjJ ،  =است شده مشخص









= 






j
r

jj
Jj

xcL اندیس  . مجموعه  همچنین  و   ،J  ب =−صورت  ه را  JJJ  

وضوح، خواهیم داشت:  ه سازی کنید. ببهنگام  nJJ ,...,1=  و=JJ   بدون .
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از دست دادن کلیت، فرض کنید که  









j
r
jj

Jj
xc تقلیل یافته است. توجه    مسئله مقدار هدف    .

هر   برای  که  )کنید  )
Jjjxx


داریم:  =  ،( ) 










= LxcxZ j
r
jj

Jj
ضرورتا    . با    که 











j
r
jj

Jj
xc تقلیل یافته است، در    مسئله یک جواب شدنی برای    xبرابر نیست. وقتی که    .

LxcLxcصورت واضح است که   این jj
r
jj

Jj

r
jj

Jj








=












.. . 

اکنون در بخش بعدی، الگوریتمی برای محاسبه یک کران بالای آغازین روی مقدار هدف بهینه  
 دهیم. ه می ( ارائ3) -(1)  مسئله 
 

الگوریتمی برای محاسبه کران بالای آغازین روی مقدار هدف بهینه   -4
 ( 3)-(1) مسئله 

آغازین  د  بالای  کران  یک  بخش،  این  بهینه    Uر  هدف  مقدار  یافته    مسئله روی  ارائه  تقلیل 
بهبود    مسئله وسیله یک جواب بهتر در فرآیند حل  ه تواند بدهیم. این کران بالای آغازین می می 

  مسئله روی مقدار هدف    Lداده شود. این الگوریتم بر پایه کران پایین آغازین )یا بهنگام شده( 

)(وضوح،  ه  ( است. ب3) -( 1) LULU =    یک کران بالای آغازین روی مقدار هدف بهینه
اس 3) -(1)   مسئله  می (  کمک  آغازین  بالای  کران  این  که  ت.  زیرا    ؛تر حل شود سریع   مسئله کند 
حل  گام  برای  کمتری  هدف   مسئله های  این  برای  داریم.  توسعه  نیاز  رویه  دو  با  الگوریتمی   ،
( از  3) -( 1)   مسئله شود. توجه کنید که اندازه شروع می   xدهیم. الگوریتم با یک جواب شدنی می 

ب است  ممکن  ساده ه قبل  عملیات  باشد وسیله  شده  داده  تقلیل  که    ؛سازی  است  ممکن  یعنی 

nJ    باشد. سپس جواب شدنیx   در صورت امکان( برای دستیابی به جواب شدنی دیگر(  
می  تغییر  هدف  مقدار  افزایش  اندیس  بدون  مجموعه  یک  ابتدا  الگوریتم،  این  در  دهیم. 









== LxcxxJjJ j
r
jjjj اگر و    =Jکنیم. واضح است که  را تعیین می   ˆ&.

اگر   )تنها  ) LxZ Lxc)یا  = j
r
jj

Jj











شدنی  . جواب  تغییر  به  نیازی  بنابراین،   .)x 

)نداریم زیرا که برای هر   )bAASy ,, −+    :داریم( ) ( )xZLyZ =  یعنی بردار .x    یک
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jصورت مقادیر    ، در اینJتقلیل یافته است. اگر    مسئله جواب بهینه برای  
r
jj xc برای    .ˆ

Jj   می ترتیب  به مرتب  قرار می نزولی  دهیم:  کنیم و 












==


 jk
r
jj

Jj

r
kk xcxcJkV ˆ.maxˆ.  .

هدف،   مقدار  کاهش  مقدار    jxبرای  از  مقدار    jx̂بایستی  jxبه 


هر   برای   ،Vj  در(  ،

این انجام  برای  شود.  داده  تقلیل  امکان(  اندیس    صورت  مجموعه  دو  کار، 









== LxcxxJjJ j
r
jjjj ˆ.&

    و








== LxcxxJjJ j
r
jjjj ˆ.&ˆ  

jxبتواند به    jx̂، مقدار  Vjکنیم. بنابراین، اگر برای هر  تعریف می 


تقلیل داده شود، در    
صورت،   کنیم که کاهش بیشتری را به مقدار هدف تحمیل کنیم. در غیر اینصورت سعی می  این

ابتدا  بر  هدف،  مقدار  کاهش  می ای  −، برای  jxکنیم که مقدار  سعی  VJj  به توجه  با   ،

قبلی آن  می ترتیب  کاهش دهیم. سپس بررسی  مقدار  ها،  آیا  که  برای  jxکنیم   ،Vj  از  ،

jx̂   به  می jxتواند 


مطالب     براساس  خیر؟  یا  یابد  همراه  کاهش  به  الگوریتمی  یک  فوق، 

آن  رویه  می های  تعریفارائه  آن،  از  قبل  اما  الگوریتم    شود.  در  که  را  رویه   1زیر  آن  و  های 
 کنیم. ، بیان می نیاز خواهد بود مورد

فرض کنید که   . 1تعریف  






 == JjxcvV j

r
jjj lvMaxو   :.ˆ j

Jj
=



  . در این

کنیم:    ریف می صورت، مجموعه اندیس زیر را تع  lvJjV j ==. 

: الگوریتمی برای محاسبه یک کران بالای آغازین روی مقدار هدف بهینه  1الگوریتم  
 (. 3) -(1)  مسئله

با بکارگیری فرمول   Q−و   Q+از ماتریسهای تقلیل یافته   xیک جواب شدنی    .1گام 

iبولی مشخصه  
Ii
CC


=   پیدا کنید.   1مندرج در قضیه 

مجموعه اندیس    .2گام 








== LxcxxJjJ j
r
jjjj  را تعیین کنید.  ˆ&.

 بروید.   4صورت به گام  بروید. در غیر این 6صورت به گام    ، در این=Jاگر    .3گام 

رویه ترتیب  "به محاسبه کنید.   1کارگیری تعریف  ه را با ب Vو   Vدو مجموعه    .4گام 
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)نزولی   )VV  بروید.  ",

)  رویه تغییر جواب شدنی"به   .5گام  )VJx  بروید.  ",,
  های بالای آغازین زیر را محاسبه کنید: کران   .6گام 

( )LULUUوxcU j
r
jj

Jj
==







= 


. 

Uو   Uکه در آن     تقلیل یافته   مسئله ترتیب روی مقدار هدف بهینه ای بالای آغازین به هکران
 ( هستند.      3) -(1)  مسئله و 

 پایان.   .7گام 
 شوند. ارائه می در زیر    1های استفاده شده در الگوریتم  علاوه، رویه ه ب

)رویه ترتیب نزولی   )VV , : 

 .k=1قرار دهید    .1گام 

صورت توقف کنید و مجموعه    ، در این=Vاگر    .2گام  JksV k را   ==1,...,

 برگردانید. 

 بروید.  5انتخاب کنید و به گام   Vاز   ksصورت    ، در اینV=1اگر    .3گام 

صورت    ، در این1Vاگر    .4گام  = VjjMinsk  .اختیار کنید 

قرار دهید    .5گام  ksJJ  را بهنگام کنید.  Vو   Vهای  و مجموعه  :=−

=+1قرار دهید:    .6گام  kk :                    . 
 بروید.   2به گام    .7گام 

)رویه تغییر جواب شدنی   )VJx ,,: 

 .                   t=0قرار دهید:    .1گام 

 . k=1قرار دهید:   .2گام 
 دست آورید: ه دو مجموعه اندیس زیر را ب  .3گام 









== LxcxxJjJ j
r
jjjj ˆ.&

   و
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







== LxcxxJjJ j
r
jjjj ˆ.&ˆ 

Jtkاگر    .4گام  +صورت توقف کنید و مقدار    ، در اینx  .را برگردانید 

 فرآیندهای زیر را اجرا کنید:   .5گام 

اگر    .5-1گام 
 

( ) IxII j
sJj

s
k

k
=















−

−  صورت قرار دهید:   ، در این

kk
ss xx


 بروید.  6و به گام   =

اگر    .5-2گام 
 ( )

( ) IxIII j
sJJj

j
Jj

s
k

k
=





























−

+



−


 صورت   ، در این

قرار دهید:  
kk

ss xx


jjو   = xx Jjبرای هر   =ˆ    بروید.   6و به گام 

اگر    .5-3گام 
 ( )

( ) IxIII j
sJJj

j
Jj

s
k

k
=





























−

−



−


 صورت   ، در این

قرار دهید:  
kk

ss xx


jjو   = xx


Jjبرای هر   =    بروید.   6و به گام 

اگر    .5-4گام 

 ( )
( ) IxIIII j

sJJJj
j

Jj
j

Jj
s

k

k
=











































−

−



+



−


 در این ،  

صورت قرار دهید:  
kk

ss xx


jjو   = xx Jjبرای هر   =ˆ     وjj xx


برای هر   =

Jj  .. 

اگر    .6گام 
kk

ss xx


 صورت فرآیندهای زیر را اجرا کنید:    ، در این=

قرار دهید:   .6-1گام  ksVV −=:. 

 را بهنگام کنید.      Vمجموعه   .6-2گام 
=+1قرار دهید:   .6-3گام  tt  بروید.  2به گام  . 6-4گام  .      :

=+1قرار دهید    .7گام  kk  بروید.  4و به گام  :
را در    و دو رویه فوق   1کنیم. سپس، الگوریتم  بررسی می   4را در قضیه    1لگوریتم  ابتدا اعتبار ا

 دهیم. به تفضیل توضیح می  1مثال  
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الگوریتم    xبردار    .4قضیه   یک کران بالا روی    Uیک جواب شدنی است و   1حاصل از 
 باشد. تقلیل یافته می   مسئله مقدار هدف بهینه  

بدون    xشود. برای تغییر جواب شدنی  آغاز می   xبا یک جواب شدنی    1الگوریتم    اثبات.
تغییر   xکنیم. در این رویه، اگر جواب  به رویه تغییر جواب شدنی رجوع می افزایش مقدار هدف 

این در  می   کند،  باقی  بردار حاصل، شدنی  گام صورت  را    5-4تا    5-1های  ماند.  رویه  این  در 
رویه افزایش نخواهد یافت. اگر    دهیم که مقدار هدف در طول این ملاحظه کنید. اکنون، نشان می 

JJjبرای    jxلفه  مؤ     این صورت مقدار هدف افزایش نخواهد یافت،    تغییر کند، در 

Lxcزیرا که    j
r
jj

Jj











 jx̂از    jx. همچنین، اگر Jو   xبرای بردار تغییر نیافته .

jxبه  


توان بررسی کرد که مقدار  صورت به آسانی می   ، تنزل پیدا کند، در اینJj، برای  

اف  می هدف  نشان  اکنون،  است.  نیافته  که زایش  بهینه    Uدهیم  مقدار هدف  روی  بالا  کران  یک 
ی بدون  یک جواب شدن   xکند. چون بردار  است. این مطلب اثبات را کامل می   تقلیل یافته   مسئله 

ماند، مقدار هدف آن افزایش مقدار هدف باقی می 






=


j
r
jj

Jj
xcU یک کران بالا روی مقدار    .

 تقلیل یافته است.  مسئله هدف بهینه  

LUاگر   = این در  به   ،  می صورت  بهینه  آسانی  جواب  یک  (  3) -( 1)   مسئله از    xتوان 

به ب آورد  )که    طوری ه دست  ) UxZ     و( ) LxZ     هر )برای  )bAASx ,, −+ 
تحت شرط    1از الگوریتم    xشود. بردار حاصل  بیان می   1این، این شرط در نتیجه  باشد. بنابر 

وسیله ترکیب  ه تواند بمی   xتقلیل یافته خواهد بود. یعنی    مسئله فوق، یک جواب بهینه برای  

*و   xبردار  
jx  برای هر ، Jj دست آید.  ه ، ب 

LUاگر    .1نتیجه       یا(LU =صورت بردار حاصل    (، در اینx    یک  1از الگوریتم ،
 تقلیل یافته است.   مسئله جواب بهینه از 

کنید    اثبات.  بهینه   x*فرض  برای  جواب  چون    مسئله ای  باشد.  یافته  تقلیل 

( ) LxcxZ
j

r

jj
Jj









= 



 .  ،LU   و  ،( ) LxZ   :داشت خواهیم   ،( ) LxZ =  .

الگوریتم    xبردار حاصل   پایان  است   1در  خاصیت  این  )یعنی    ؛ دارای  ) LxZ بنابراین،  =  .
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 تقلیل یافته باشد.  مسئله تواند یک جواب بهینه برای می  xبردار  

LUصورت داریم     برقرار نباشد، در این   1توجه کنید که اگر شرایط نتیجه       وUU =  .
طور مستقیم تعیین  ه ها تعدادی از متغیرهای بهینه بدهد که تحت آن ارائه می شرایطی را  2نتیجه 

 شوند. می 

Uxcای موجود باشد که  گونه به   Jkاگر اندیس    .2نتیجه   k
r
kk .صورت    ، در این

)برای هر جواب بهینه   )
Jjjxx



 kkداریم:   = xx


= . 

 

 ( 3)-(1)  مسئله الگوریتمی برای حل   -5

( براساس بردار  3)-(1)   مسئله جهت انعکاس همه خواص    Mر این بخش، یک ماتریس مقدار  د 

xکران پایین  
  بردار کران بالا ،x̂  پایین )بهنگام شده( آغازین روی مقدار هدف    L، و کران 

برای حل  3) -(1)  مسئله  را  اصلاح شده  کران  و  همچنین، روش شاخه  کرد.  خواهیم  تعریف   )
) بهینه   مسئله  می 3)-(1سازی  توضیح  را  بخش دهی(  به  مربوط  نتایج  خاتمه،  در  و  م.  قبلی  های 

 کنیم. را در قالب یک الگوریتم بیان می  مفاهیم فوق

( وجود  3)-( 1سازی ) بهینه   مسئله برای    x، جواب بهینه  ]28[در    4و لم    3با توجه به قضیه  

به  )که    طوریدارد  ) + = jj IxI    یا( ) − = jj IxI  هر برای   ،Jj  به توجه  با   .

( ) LxcxZ j
r
jj

Jj








=


هر  . برای   ،( )
Jjjxx


=  ،








=

j
r
jj

n
j

xcL


.
1

به   توجه  با   .

)مفاهیم فوق، ماتریس مقدار   )
JIijmM

2
 تعریف کرد: صورت زیر  ه توان برا می  =









=
=










=
=

−+

−
,

,

,

,ˆ.
,,

Otherwise

q
mو

Otherwise

qxc
m ij

ji
ij

r
jj

ji

j 101
212(8                              ) 

( با ماتریس مقدار  3) -( 1)   مسئله . روش شاخه و کران را برای حل  Jjو    Iiبرای هر  

M  کنیم: صورت زیر اصلاح می ه را ب  ]28[گیریم و روش شاخه و کران در بخدمت می 

jx)یا    jx̂اگر   -1


این  در  شود،  انتخاب  دیگر  گره  به  گره  یک  از  زدن  شاخه  برای   )  

jxصورت هرگز  

 شود. بیشتر روی گره جاری استفاده نمی  ( برای شاخه زدن jx̂)یا   

 صورت زیر تعریف کنید: ه را ب kJمجموعه اندیس   -2
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شاخه بیشتری   kتوانیم از گره  رت نمی صو  دهد، در این های زیر رخ  اگر یکی از حالت 
 بزنیم: 

 برسیم.  M. به آخرین سطر ماتریس  2-1

jxهمراه با   kبه گره   0. متغیرهای انتخابی در امتداد گره 2-2


kJJj، برای هر   −  ،

 همه معادلات را برقرار کند. 
 نداشته باشیم.  1. هیچ کاندیدی برای برقراری یک معادله با توجه به اصلاح  3-2

کنید. فرض کنید  8رابطه )-3 امتداد گره    kZ( را ملاحظه  در  گره    0مقدار هدف  را    kتا 

LZkبا مقدار   kنتوانیم شاخه بیشتری روی گره   نمایش دهد. اگر   صورت   بزنیم، در این
شاخه و کران اصلاح شده خاتمه    کنیم و روشدن بیشتر روی هر گره را متوقف می شاخه ز 

 داشته باشیم.  kZیابد. در این حالت، ممکن است تعدادی گره با مقادیر کمتر از  می 

jxتوانیم  صورت می   بزنیم، در این  kاگر نتوانیم شاخه بیشتری روی گره    -4


، برای هر  

kJJj −  به ،jx  .اختصاص بدهیم 

 گیریم: لاحات روش شاخه و کران در نظر می نکات زیر درباره اص

 xتوانیم یک جواب شدنی  صورت می  بزنیم، در این kاگر نتوانیم شاخه بیشتری روی گره   -1

)( را ملاحظه کنید.  8و رابطه ) 3دست آوریم. اصلاح  ه ب 4با استفاده از اصلاح   )xZk   مرتبط به
 وسیله رابطه زیر محاسبه شود: ه تواند بتقلیل یافته می   مسئله مقدار هدف 

 

نتیجه    -2 به  توجه  LUداریم:    1با    گره از  شاخه  یک  اگر  بنابراین،  گره    0.  با    kبه 

LZk   صورت    وجود داشته باشد، در اینULZk     یعنی کران بالای آغازینU  

)وسیله  ه تواند بمی  )xZk   دن بیشتر روی هر گره در  بهبود داده شود. توجه کنید که شاخه ز
می  شدنی  اینجا  جواب  یک  که  زیرا  شود  متوقف  با    مسئله برای    xتواند  یافته  تقلیل 

( ) ( ) LLxZxZ k ==  .داریم 

LZkبا    kبه گره    0اگر یک شاخه از گره    -3   صورت داریم:    وجود داشته باشد، در این

( ) ... 













=






=



jj
r
jj

Jj
k

r
jj

Jj
k xcZxcxZ



در امتداد شاخه های گره 0 تا گره       انتخاب شده است
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( ) kk ZxZ = . 

)ضرورتی ندارد از نماد  ،3و  2های با توجه به حالت   -4 )xZk    برای استفاده در روش شاخه
 و کران اصلاح شده استفاده شود. 

صورت    را چک کنید. اگر برقرار بود، در این   2، اصلاحیه  kها به هر گره  در امتداد شاخه   -5
این گره نزنید. ب داریم که روی گره  ه شاخه بیشتری روی  نیاز  این روش  با حداقل  علاوه، در 

 مقدار هدف شاخه بزنیم. 
( پیشنهاد  3) -( 1)  مسئله براساس مفاهیم مورد بحث بالا، الگوریتمی برای یافتن یک جواب بهینه 

 کنیم. می 
 (: 3) -(1)  مسئله. الگوریتمی برای حل 2الگوریتم  

xبردار کران پایین    .1گام 
   و بردار کران بالاx̂  محاسبه کنید.  1را با استفاده از لم 

 ( ایجاد کنید. 5را با استفاده از رابطه ) Q−و   Q+های مشخصه  ماتریس   .2گام 

+های اندیس  مجموعه   .3گام 
jI  ،−

jI  ،+
iJ  و ،−

iJ ( محاسبه  6را با استفاده از رابطه )
 کنید. 

چک کنید. اگر سیستم     1( را با استفاده از قضیه  3) -( 2سازگاری سیستم دوقطبی )   .4گام 
 بروید.  5صورت، به گام   صورت توقف کنید! در غیر این  ناسازگار بود، در این

(  7( با توجه به رابطه ) 3) -( 1)  مسئله روی مقدار هدف  Lکران پایین آغازین    .5گام 
 محاسبه کنید. 

+=1که    طوریه وجود داشته باشد ب  Iiاگر    .6گام   −+
ii JJ    یعنی=−

iJ    و

 kJi +=)یا    +=
iJ    و kJi این −= در  بهینه    (،  جواب  هر  برای  صورت 

( )
Jjjxx



 قضیه  = مطابق  kkداریم:    2،  xx ˆ=    یا(kk xx


=  اگر حالت،  این  در   .)

kk xx ˆ= صورت کران پایین    انتخاب شود، در اینL  بهنگام کنید.  2را با استفاده از نکته 

ساده شده با استفاده از   مسئله را روی مقدار هدف بهینه  Uکران بالای آغازین    .7گام 
 محاسبه کنید.   1الگوریتم  

LUاگر    . 8گام    نتیجه    ، در این ، یک  1حاصل از الگوریتم    x، بردار  1صورت مطابق 
 بروید.   13ساده شده است. به گام  مسئله جواب بهینه 
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Uxcکه  طوریه وجود داشته باشد ب  Jkکار ببرید. اگر ه را ب  2نتیجه   .9گام  k
r
kk ˆ  ،

این  بهینه    در  جواب  هر  برای  )صورت  )
Jjjxx



 داریم:  =  ،kk xx


=  و سطر)ها(   .

ساده شده    مسئله حذف کنید. سپس،    1مطابق با نکته    Q−و    Q+های   ستون)های( ماتریس 
 )در صورت امکان( ساده کنید.   6وسیله گام ه را ب

==اگر    .10گام  −+ QQصورت    ، در اینkx
   به

kx   13اختصاص دهید و به گام  
 بروید. 

 ( ایجاد کنید. 8با استفاده از رابطه ) Mماتریس مقدار    .11گام 

ساده شده    مسئله برای حل    Mروش شاخه و کران اصلاح شده را روی ماتریس  .12گام  

به ب ببرید.  آغازین  ه کار  بالای  کران  بمی   Uعلاوه،  فرآیند  وسی ه تواند  در  بهتر  جواب  یک  له 
 سازی این روش بهبود داده شود. پیاده 

 ( را تولید کنید و پایان. 3) -( 1)  مسئله جواب بهینه و مقدار هدف بهینه   .13گام 
 دهیم. در قضیه زیر مورد بررسی قرار می   را  2اعتبار الگوریتم  

 
درستی و در تعداد متناهی تکرار تولید  ه ( ب3) -( 1)  مسئله جواب بهینه    2الگوریتم     . 5قضیه  

 کند. می 
کند. سپس،  چک می   1( را براساس قضیه  3) -( 1)   مسئله ابتدا سازگاری    2الگوریتم    اثبات.

تعیین  )ها فه دق باشد، مؤلصا   6که در شرایط گام    در صورتی  مسئله  ی( بهینه مطابق این گام 

  2با استفاده از نکته    Lبررسی شده است و کران پایین    2گردد که اعتبار آن مطابق قضیه  می 

  مسئله را روی مقدار هدف بهینه   Uکران بالای آغازین  7شود. سپس، در گام سازی می بهنگام 
با   شده  الگوریتم  ساده  از  می   1استفاده  قبلا محاسبه  آن  اعتبار  که  در    کند  است.  شده  ثابت 

آید که اعتبار این گام  دست می ه ساده شده ب  مسئله ، جواب بهینه 8صورت برقراری شرایط گام 
  بر   مسئله سازی کند و ساده تضمین می   2را نیز نتیجه  9ر گام شده است. اعتباارائه   1در نتیجه 

==اگر    ،هاسازی شود. پس از انجام ساده انجام می   1نکته    اساس −+ QQ   شد، در این  
اینکه   به  توجه  با  استمینیمم   مسئله صورت  صعودی  هدف  تابع  و  است  تمامی    ،سازی  به 

*متغیرهای باقیمانده  
kx   مقدار بهینهkx

   صورت، ماتریس   شود. در غیر اینتخصیص داده می
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)   Mمقدار   روش شاخه و  کنیم و  ساده شده ایجاد می   مسئله ( برای  8را با استفاده از رابطه 
  مسئله های ممکن برای  طور صریح همه جواب ه کنیم. این رویه بسازی می کران را روی آن پیاده 
رو، اعتبار و همگرایی   متناهی است. از این مسئله گیرد. از طرف دیگر، ابعاد  را مورد در نظر می 
کرا و  شاخه  می روش  حاصل  تکرار  متناهی  تعداد  در  جواب شود ن  به  توجه  با  بهینه  .  های 

 دست خواهد آمد. ه ( ب3)-( 1)  مسئله ، جواب بهینه و مقدار بهینه 12-1های دست آمده در گام ه ب
مثال عددی زیر   1های مندرج در الگوریتم  و رویه  2و  1های  اکنون برای توضیح الگوریتم 

 کنیم. ارائه می را 
 

 مثال عددی -6
 زیر را در نظر بگیرید.   مسئله  . 1مثال  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )  .],[:,,..

,/

bxAxAxbAASxts

xxxxxxxxxZMin

==


















=

−+−+ 8

876
5
5432

2
1

10

855792438 3
7

5
4

8
1

4
1

(9             ) 

 صورت زیر هستند: ه ب b، و  A ،−A+های  که در آن ماتریس 
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b
 .  و 

 کنیم. حل می  2وسیله الگوریتم ه فوق را ب  مسئله اکنون 
 صورت زیر هستند: ه بردارهای کران پایین و بالا ب  .1گام 

( ) ( ) ./,/,/,/,/,/,/,/ˆ,/,/,,,/,/,/,/
TT

xx 75090809050606075028025000401025020 ==


، برای هر  0ibذکر است که    شایان 81,...,= Ii  و ،jj xx ˆ


، برای هر  

 81,...,= Jj .برقرار است ، 

 صورت زیر هستند: ه ب Q−و   Q+های مشخصه  ماتریس   .2گام 
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+های اندیس  مجموعه   .3گام 
jI ،−jI  ،+

iJ  و ،−
iJ  برای هر ،Ii   وJjصورت  ه ، ب

 زیر هستند: 

               ,,,,,,,,,,,,,,, 874152613164516 87654321 ======== ++++++++ IIIIIIII

 

         ,,,,,,,,,, 152173762 87654321 ======== −−−−−−−− IIIIIIII  
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              ,,,,,,,,,,,,,,, 875316273467542 87654321 ======== ++++++++ JJJJJJJJ

 

           .,,,,,,,,, ======== −−−−−−−−
87654321 32273714 JوJJJJJJJ

 
 بروید.   5( سازگار است. بنابراین، به گام 9سیستم دو قطبی )   .4گام 

 صورت زیر است: ه ( ب9)  مسئله روی مقدار هدف  Lکران پایین آغازین    .5گام 

./.. 39995723
33

8
1 ==







= =
rr

jjj xcxcL j  

چون    .6گام   88 =+J    و=−
8J   داشت:  می خواهیم  75088باشد،  /ˆ == xx .

)شود: صورت زیر بهنگام می ه ب  Lکران پایین آغازین  ) ( ) 0840843 // ==L ،بنابراین .  

های بهنگام شده  حذف کنیم. ماتریس  Q−و   Q+های  از ماتریس   8و ستون    8توانیم سطر می 
 صورت زیر هستند: ه ب
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آغازین  کران   .7گام   بالای  Uو    Uهای      با

الگوریتم   از  هستند:  ه ب  1استفاده  زیر  و    U=/954صورت 

( ) ( ) 954084954 /// ==U  . 

LUچون    .8گام  == 084954  کار ببریم. ه را ب 1توانیم نتیجه  ، نمی //

Uxcچون .  9گام 
r

== 954315555 Uxcو   .ˆ//
r

== 9548556
66 ، نتیجه  .ˆ//

که  می  055شود  == xx


066و     == xx
این از  ماتریس   6و    5های  رو، ستون   .  های  از 
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+Q    و−Q   می   تواندنمی   6وسیله گام  ه ب  Q−و    Q+های   کنیم. چون ماتریس را حذف 
 رویم. می  10بیشتر تقلیل یابد، به گام  

 بروید.  11است. بنابراین، به گام   −Qو   +Qهای  ماتریس   .10گام 

 صورت زیر تعریف کنید: ه را ب Mماتریس مقدار    .11گام 
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بک  .12گام   حل  ه با  برای  شده  اصلاح  کران  و  شاخه  روش  یافته،    مسئله ارگیری  تقلیل 
 ملاحظه نمایید(:  1هستند )شکل  صورت زیر  ه تقلیل یافته ب  مسئله متغیرهای بهینه  

 

250506025020 7744332211 /,/ˆ,/ˆ,/,/. ==========  xxxxxxxxxx


 
 صورت زیر است: ه ( ب11)  مسئله جواب بهینه و مقدار هدف بهینه   .13گام 

( ) ( ) ( )===  xZxxxxxxxxx
TT

,/,/,,,/,/,/,/,,,,,,, 7502500050602502087654321

( ) ( ) ./// Lxc
j

r

jjj ===
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 گیری نتیجه  -7
مقاله،   این  محدودیت برنامه   مسئله در  با  هندسی  دو  ریزی  فازی  رابطه  معادلات  با  های  قطبی 
طور خلاصه مورد  ه ضرب مورد مطالعه قرار گرفت. ساختار دامنه شدنی آن ب-عملگر ماکزیمم

رسیدگی قرار گرفت. الگوریتمی برای یافتن کران بالا برای مقدار هدف بهینه آن طراحی گردید.  
  چند ویژگی آن در ارتباط با کران پایین مقدار هدف بهینه بیان شد. روش شاخه و کران برای 

 براساس یک ماتریس مقدار اصلاح گردید.   مسئله حل  
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 روش شاخه و کران اصلاح شده   . 1شکل  

 
حل   برای  یافته  تسریع  الگوریتم  یک  پایان،  روش    مسئله در  و  فوق  الگوریتم  براساس  اصلی 

شده اصلاح  کران  و  آینده   ، شاخه  کارهای  در  گردید.  که  پیشنهاد  بود  خواهد  این  بر  سعی   ،
محدودیت های  فرم سازی  بهینه  با  هندسی  توابع  از  مورد  دیگری  را  فازی  رابطه  معادلات  های 

الگوریتم  و  دهیم  قرار  ردیابی جواب بررسی  برای  آن هایی  بهینه  کاربرد  ارائه  ها  های  و  دهیم 
 های انتقال داده مورد بررسی قرار دهیم. بندی سیستم ها را در مدل آن 
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