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افزایش کهیهنگاماست.محققان بودهموردتوجهاز موضوعات تراکم مسئله،هاي اخیردر سال
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کارایی.؛هاتحلیل پوششی داده؛پذیري ضعیفدسترسی؛خروجی نامطلوب؛تراکمکلیدي:گانواژ

قدمهم- 1
وگیريتصمیمحوزهدرهاروشپرکاربردترینازیکی1هادادهپوششیتحلیل

توسعهو کاربردينظريجهاتازتاکنون،معرفیزمانکه ازاستعملکردسنجش
کردهنفوذعلوممختلفهايحوزهدرفردشمنحصربههايویژگیموجببهویافته
باکهاستغیر پارامتريروشی)DEA(هاپوششی دادهتحلیل. ]3-1[است
واحدیکارزیابی عملکردبهریاضیریزيبرنامههايمدلازگیريبهره

ارزیابی عملکرد واحدهاي DEAهاي هدف مدل.پردازدمیگیرندهتصمیم
است و این عملکرد تحت تأثیر مقدار منابعی است که این واحدها يگیرتصمیم

با افزایش منابع ورودي، خروجی نیز افزایش طورمعمولبهکنند. مصرف می
اما در برخی شرایط افزایش منابع ورودي منجر به کاهش خروجی ،یابدمی
معدن زیاد شود، مقدار ماده یک تعداد کارگران در کهیوقت،طور مثالهب؛شودمی

ن افزایش تعداد یکند. همچنکاهش پیدا میتوسط هر کارگرشدهاستخراجمعدنی 
شود. این مطلب با یکدیگر میهاآنبرخوردکارگران یک تولیدي کوچک موجب 

مثالی از تراکم است که کاهش تعداد کارگران موجب افزایش خروجی و میزان تولید 
ب، علاوه بر خروجی مطلو،خدماتيدر اغلب فرآیندهاي تولید و ارائه. ]4[گرددمی

در این مقاله به موضوع تراکم در حضور د. شومیخروجی نامطلوب نیز تولید 
مبانی نظريابتدا مروري بر ،پردازیم. به این منظورهاي نامطلوب میخروجی

اشاره در این زمینه رحهاي مطبه برخی مدلاختصاربهو تحقیق خواهیم داشت
هاي خروجیضعیفپذیريگرفتن فرض دسترسیدر نظربا سپس . خواهیم کرد

،مچهار. در بخششودمعرفی می]1،6[امیرتیموري و همکارانمدل،نامطلوب
. سپس در گیرندقرار مییموردبررسهاي موجود در این زمینهوم تراکم و مدلهمف

توسط امیر شدهارائهپذیري ضعیف خطی با تلفیق مفهوم دسترسی،بخش پنج
مدلی جدید براي محاسبه تراکم در ،2و مفهوم تراکم] 1،6[تیموري و همکاران

ارائه به فرم خطیضعیفپذیريدسترسیهاي نامطلوب با فرض حضور خروجی

1. Data Envelopment Analysis
2. Congestion
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،هاي واقعیبا دادهیدر مثالوششدر بخشجدید، مدل حاصل ازنتایج.شودمی
.گیردقرار میهاي پیشینو مقایسه با روشبررسیوموردبحث

تحقیقمبانی نظريمروري بر - 2
نامطلوبيهایحضور خروجها در تحلیل پوششی داده- 2-1

، هدف عبارت] آغاز شد7که با مطالعه چارنز و همکاران [هاتحلیل پوششی دادهدر 
و هاواحدکهیدرحال؛هاکردن خروجیبیشینهها و وروديسازيکمینهست از ا

فعالیت و تولید ممکن است در فرآیند ... ها وها، بیمارستانهایی نظیر کارخانهسازمان
هاي نامطلوبی مانند ذرات معلق ، خروجیموردنظرهاي مطلوب علاوه بر تولید خروجی

هایی تحت عنوان خروجیچنینتولید کنند. حضور... در هوا، ضایعات و آلودگی و
در ارزیابی چنین د. ها دارعوامل محیطی، نقش مهمی در برآورد میزان کارایی این واحد

تولید، نظریهاستفاده از روشی است که علاوه بر سازگاري با مفاهیم ،هدف،اییهواحد
داد. را افزایشهاي مطلوبو خروجیرا کاهشهاي نامطلوبخروجیبتوانبه کمک آن 

، ]8[پاسارکافـار وهايمقالهبـه توانمیدر ایـن زمینـه شدهانجامکارهـاي ازجمله
،]12- 13[گراســکوفو، فــار]11[و ژوســیفورد، ]10[، هایلو]9[ـنمو ویهــایلو

و کلهر و ]17و 16، عزیزي و همکاران []14- 15[و پودینوسکیکاسمانن، ]5[کاســمانن
.ره نمودشاا]18کاظمی متین [

را هاآننامطلوب،هايخروجیشامل يفناّوربرخورد با راي بهایلو و ویمن
که با این منطقآزاد راپذیريامکانورودي در نظر گرفته و شرط عنوانبه

،ها هر دو براي یک واحد تولیدي هزینه در بر دارندهاي نامطلوب و وروديخروجی
شدهاصلاحشان دادند که شرط نفار و گراسکوف . سپس ]9[تحمیل کردندهاآنبر 

. ]12[تولید استنظریهاندارد متناقض با قوانین فیزیکی و اصول است،هایلو و ویمن
يجابهه کرد، ئضعیف اراپذیريامکانيفناّوراز با استفاده در رویکردي که کاسمانن

کاهش عواملضعیف، از پذیريامکاندر اصلسانانقباض یکعاملبه کار بردن یک 
. ]5[شددر مدل استفاده متفاوت

پذیري ضعیف از دسترسیيجدیدهمکاران مفهوماخیراً امیرتیموري و
که وجه اندها ارائه کردههاي نامطلوب به فرم خطی در تحلیل پوششی دادهخروجی
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تولیدتمایز آن از تحقیقات پیشین، امکان به صفر رسیدن خروجی نامطلوب در عین 
. ]6، 1[خروجی مطلوب است

تراکم - 2-2
مفهوم اقتصادي تراکم.استبررسی و طرحقابلتراکم در موضوعات مختلفی مفهوم

فار و . ]19[ارائه شدDEA در مقالاتتوسط فار و سونسونبراي نخستین بار
براي تعیین مقدار هاآنسطوح مختلف تراکم در اقتصاد را مطرح کردند. همکاران

تحت دسترسی ضعیف ی فارل که یک1فنیتراکم ورودي، نسبت دو اندازه کارایی
.]21-20[پیشنهاد کردند،کندرا محاسبه میدسترسی قويا و دیگري تحت هورودي

هایی را روي مثال،فنیبراي توضیح تجزیه کارایی سپس برمبناي کار فار، بیرنس
قرارموردبحثیک مؤلفه عنوانبهکار برد که در آن تأثیر تراکم ه بسنگزغالمعادن 

براي هاپوششی دادهاساس تحلیل روشی برپر و همکارانوک.]22- 23[گیردمی
و هچین بررسی کردصنعت تراکم را در موضوعهاآن.تعیین تراکم معرفی کردند

میلیون نیروي کار جدید براي 18تا 16بین تراکم و استخدام اجباري سالیانه طابارت
2اسکل. ]24[قرار دادندموردبررسیرا جلوگیري از بیکاري توسط دولت چین 

را در نظر وبلمطناهاي مطلوب و همزمان خروجیطوربههاي شعاعی که مدل
باط نظري بین تراکم و بازده به تتون و ساهو یک ار.]25[گیرد، پیشنهاد کردمی

بخشیخدا.]26[استمقیاس ارائه کردند که قادر به تشخیص تراکم قوي و ضعیف 
ترکیبات ورودي روشی براي تعیین منابع و تراکم در ورودي ارائه کرد که در آن از 

تراکم در حضور محاسبهاي به فانگ در مقاله.]27[آزاد استفاده شده است
هاي نامطلوب پرداخت و دیدگاهی ارائه کرد که قادر به ایجاد تمایز بین خروجی

ارزیابی يهامدل(که در کاراکاملاًگیريتصمیمواحدهاي داراي تراکم و واحدهاي
تحت را تراکم . راستگو و رستمی]28[است ) شوندمیمگی کارا تشخیص داده ه

مطلوب و نامطلوب در یک شبکه هايخروجیضعیف پذیريدسترسیفرض 
اي به بررسی همچنین خدادادي و حقیقی در مقاله.]29[کردندمحاسبهايدومرحله

1. Technical efficiency
2. Scheel
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و دیدگاه و تعریف هاي نامطلوب پرداختند موضوع تراکم با در نظرگرفتن خروجی
.]30[نامطلوب ارائه کردندهايخروجیجدیدي از تراکم در حضور 

هاي نامطلوبها در حضور خروجیتحلیل پوششی داده- 3
هاي هاي مطلوب، خروجیخروجیحصولتولیدي، علاوه برفرآیندهاي اغلبدر 

مانند مواد مضر معلق در هوا، ضایعات و اثرات شود. تولیداتینیز تولید مینامطلوبی
؛هاي نامطلوب هستندخروجیازجملهصوتی يهایآلودگنامطلوب دیگري مانند 

موردتوجههاي اقتصاد و تولید نظریههمواره در ، خروجینوع بندي اینمدل،روازاین
]6،1[به معرفی امیرتیموري و همکاراناختصاربهدر این بخش .بوده است

پردازیم.می
پذیري ها دسترسیخروجی:(تعریف شپارد)پذیري ضعیفتعریف دسترسی

:]31[هاي شدنی کماکان شدنی باشدف دارند، اگر کاهش یکنواخت خروجیضعی

( , ) ∈ ( ), 0 ≤ ≤ 1⟹ ( , ) ∈ ( ) )1(

پذیري ها با اصل دسترسیکه اگر وروديتبه این معناساین مفهوم عموماً
فرض شوند، در این صورت کاهش تولید خروجی مطلوب باید منجر به ثابت ضعیف

.کاهش متناسب با آن در خروجی نامطلوب گردد

امیرتیموري و همکاراندیدگاه- 3-1
J خروجی مطلوب وMتولیدبراي وروديN ض کنید در یک فعالیت تولیدي، فر

، خروجی مطلوب و خروجی وروديهايبردارشود.نامطلوب به کار بردهخروجی 
∋نامطلوب به ترتیب با بردارهاي ℝ،∈ ℝ و∈ ℝامیر شوند. اده مینشان د

پذیري ضعیف مدلی ارائه کردند که در تیموري و همکاران با تعمیم تعریف دسترسی
رسیدن خروجی نامطلوب در عین حفظ (برخلاف تعریف شپارد) امکان به صفر آن

.]1،6[داردخروجی مطلوب وجود
فرض کنید:به فرم خطیپذیري ضعیفتعریف دسترسی

= ( ) = ( , , ) شودمی تولید توسط ( , )
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)اگر به ازاي ،پذیرندضعیف دسترسطوربهها خروجی , ) ∈ ( )و ( , ) ≥

≥داشته باشیم:  ( − , − ) ∈ ( =که در آن ( ( , , … , و (
= ( , , … , .≤عدي است وبJعدي و بMبردارهایی به ترتیب متعلق به فضاي (

خطیپذیري ضعیف تحت فرض دسترسیامیرتیموري و همکارانتولیديفناّور
کند:زیر صدق میاصول موضوعهدر 

)اصل شمول مشاهدات:- 1 , , ) ∈ = 1,2, … ,.
پذیري آزاد ورودي و خروجی مطلوب):پذیري (دسترسیاصل امکان- 2

( , , ) ∈ ≥  , ≤  , = ⟹ ( , , ) ∈

3 -يفناّورب: اصل تحدT.بسته و محدب است
فرم خطی:پذیري ضعیف بهاصل دسترسی-4

( , , ) ∈ ⟹ 0 ≤ − , − ∈  : = ( , , … , ) ∈ ℝ =
( , , … , ) ∈ ℝ )2(

مجموعه ممکن است که در شرایط فوق ترینکوچکTاصل کمینه برونیابی: -5
کند.صدق می

کند صدق میي فوقموضوعهه امکان تولید واحدي که در اصول قضیه: مجموع
زیر است:صورتبهبا ماهیت بازده به مقیاس متغیر 

= {( , , ): ≤ ∑ ( − ) = 1,2, … ,
= ∑ − = 1,2, … ,
≥ ∑ = 1,2, … ,

≥ = 1,2, … ,
≥ = 1,2, … ,

∑ = 1
≥ 0                                         k = 1,2, … , K}           (3)
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است. مین مؤلفه بردار اjُ،=و مین مؤلفه بردار اmُ، =جایی که 
=براي  1,2, … متغیرهاي وزنی هستند که در قید آخر ترکیب محدب ,
.کنندرا ایجاد میگیريتصمیمواحدهاي 
.]6،1[ري و همکارانورجوع شود به امیرتیمبرهان:
در قیود مربوط αو ضربحاصلبه دلیل وجود 3صورتبهشدهارائهفنّاوري

به خروجی مطلوب و خروجی نامطلوب غیرخطی است. با اعمال تغییر متغیر 
=و=صورتبه (1 − =واضح است که خواهیم داشت: ،( +

λکه  ≥ با اعمال این تغییر متغیرها به یمتوانآزاد در علامت است. حال میو0
زیر خواهد بود:صورتبهTمجموعه لذا سی مجموعه امکان تولید بپردازیم.بازنوی

= {( , , ): ≤ ∑ ( + )−∑ = 1,2, … ,
= ∑ ( + )−∑ = 1,2, … ,

≥ ∑ ( + ) = 1,2, … ,
( + ) ≥ = 1,2, … , , = 1,2, … ,
( + ) ≥ = 1,2, … , , = 1,2, … ,
∑ ( + ) = 1
≥ 0 = 1,2, … , } )4(

هادادهیپوششتراکم در تحلیل - 4
مفهوم تراکم- 4-1

: وقتی افزایش یک یا بیش از یک ورودي منجر به کاهش1تعریف تراکم ورودي
لاحاً تراکم در طها بهبود یابند اصها و خروجیخروجی شود بدون اینکه سایر ورودي

.]32[عکسو یا بالورودي رخ داده است

هاي تحت کنترلها با دادههاي تحلیل پوششی دادهمدل- 4-2
استفاده لمکاطوربهها بر آن است که از وروديضفر،در مجموعه امکان تولید

در اماافزایش ورودي انتظار افزایش خروجی را داریم، ابطورمعمولبه. شودمی
ها تولید به حداکثر مقدار خود رسیده باشد، افزایش وروديکهیهنگامحالت تراکم، 

1. Input Congestion
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تفاده از تحلیل پوششی گیري تراکم با اسشود. براي اندازهها میهش خروجیاکثباع
ین یگیري محاسبه شود تا واحدهاي ناکارا تعدهاي تصمیمها باید کارایی همه واحداده

.]4[دافتتراکم در واحدهاي ناکارا اتفاق میزیرا شوند،

)FGLگراسکوف و لاول (محاسبه تراکم به روش فار،-1- 4-2
برندخروجی به کار میsورودي را براي تولید mگیري،واحد تصمیمnفرض کنید 

خروجی محور، واحدهاي CCRمدل با دیدگاه شعاعی، ابتدا با استفاده از مدل در این.
زیر است:صورتبهاین مدل گیرند.گیري مورد ارزیابی قرار میتصمیم

. ∑ ≤ = 1,2, … ,
∑ ≥ = 1,2, … ,

, ≥ 0 = 1, … ,  & = 1, … ,
≥ 0 = 1,2, … , )5(

∗اگر  = و تمامی متغیرهاي کمکی نظیر قیدهاي ورودي و خروجی در بهینگی 1
،صورتاینگیري تحت ارزیابی کارا و در غیرآنگاه واحد تصمیم،برابر صفر باشند

شود:ریزي خطی زیر حل می. سپس براي واحدهاي ناکارا مدل برنامه]7[ناکاراست

∗ =
. ∑ ≤ = 1,2, … ,

∑ = = 1,2, … ,
 0 ≤ τ ≤ 1

≥ 0 = 1,2, … , )6(

شدههدهمشاهاي در این مدل براي مقیاس مناسب ترکیبات محدب وروديمتغیر 
تساوي است که این صورتبهها رود. همچنین قید مربوط به خروجیمیبه کار

دهد. سرانجام تراکم پذیري ضعیف خروجی را نشان میمفهوم تعبیر دسترسی

=صورت به
∗

) و6(مدلجواب بهینه مدل فوق∗،شود. در این فرمولتعریف می∗
) است. اگر5(مدلخروجی محورCCRمقدار کارایی واحد تحت ارزیابی در مدل ∗
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= <هاي واحد تحت ارزیابی وجود ندارد و اگر تراکم در ورودي،1 آنگاه ،1
،کندیا عدم وجود تراکم در ورودي را تعیین میم وجود دارد. این مدل تنها وجودتراک

.]4[ددهدست نمیاما میزان این تراکم را به

محاسبه تراکم به روش کوپر و همکاران-2- 4-2
خروجی محور کارایی واحد تحت ارزیابی BCCابتدا با استفاده از مدل ،در این مدل
زیر است:صورتبهشود. این مدل محاسبه می

+ (∑ + ∑ )
. ∑ + = = 1,2, … ,

∑ − = = 1,2, … ,
∑ = 1

≥ 0 = 1,2, … ,
, ≥ 0 = 1, … ,   & = 1, … , )7(

،شود و یک عدد حقیقی نیستیک عنصر غیرارشمیدسی نامیده میدر این مدل، 
شود. تعریف می،تر استصورت عددي که از هر عدد حقیقی مثبتی کوچکهبلکه ب

را در یک پردازه بالاتوان مدل براي اجتناب از تخصیص مقدار به این عنصر، می
در تابع هدف مقدار به این صورت که ابتدا با در نظر گرفتن ؛حل کرديادومرحله

بهینه آن را محاسبه و سپس با قرار دادن این مقدار در مدل، مجموع متغیرهاي کمکی
∗نمود. اگر بیشینهرا و = ،و مقدار بهینه تمامی متغیرهاي کمکی صفر باشد1

ازآنجاکه. ]7[ناکاراست،صورتنیاریغیابی کارا و در آنگاه واحد تحت ارز
)بالا لذا جواب بهینه مدل ،ناکارایی، شرط لازم براي وجود تراکم است ∗, ∗, ∗)

:رودمیدر ورودي به کار فنیبراي تعیین میزان ناکارایی 

∑
. ∑ + = − ∗ = 1,2, … ,

∑ = + ∗ = 1,2, … ,
∑ = 1
∗ ≥ = 1,2, … ,

≥ 0 = 1,2, … ,
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≥ 0 = 1,2, … , )8(

شود:زیر تعیین میصورتبهمین ورودي اiُتراکم در 

= ∗ − ∗ = 1,2, … ,

:هاي نامطلوبها در حضور خروجیتحلیل پوششی دادهدر تراکمهاي مدل- 4-3
باید خروجی نامطلوب هايدر حضور خروجیبراي بهبود عملکردطورمعمولبه

تمامی DEA هاي پایهمدلدرمطلوب را افزایش و خروجی نامطلوب را کاهش داد. 
. یابندهمزمان افزایش میطوربهها خروجی

مدل فار و گراسکوف-4-3-1
هاي مطلوب و کاهش افزایش خروجیمنظوربهمدل زیر را گراسکوففار و

فرض بازده به و همچنینو عواملبا در نظر گرفتن هاي نامطلوبخروجی
:]21[ر نظر گرفتنددمقیاس متغیر 

. ∑ ≤ = 1,2, … ,
∑ ≥ ∈
∑ ≥ ∈
∑ = 1
≥ 0 = 1,2, … , )9(

ن تراکم یکارایی واحد تحت ارزیابی، براي تعینییو تعبالاسازي مدل خطیپس از 
(براي اطلاعات بیشتر دکردندر واحدهاي ناکارا از مدلی مشابه مدل کوپر استفاده 

).]21[رجوع شود به 

محلاتی راینی براي محاسبه تراکم همزمان ورودي و خروجی نامطلوبمدل- 2- 3- 4
هايخروجیو وروديدرتراکمتعیینبرايمدلارائهمنظوربهراینیمحلاتی

طرفین در مدل فار و گراسکوف، ابتدا براي تفکیک واحدهاي کارا و ناکارانامطلوب،
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ضرب و با و در به ترتیب نامطلوب را مطلوب ومربوط به خروجیهايقید
:]4[اصلاح نمودزیرصورتبهرا5مدل، =تعریف متغیر

. ∑ ≤ = 1,2, … ,
∑ ≥ ∈
∑ ≥ ∈
∑ = 1

∑ =
≥ 0  , ≥ 0 = 1,2, … , )10(

شود. اگرمحاسبه می10مدلجواب بهینهابتدادر این روش،براي تعیین تراکم
( ∗, ∗, ∗ , ∗, ∗کهطوريبه،جواب بهینه این مدل باشد(∗ ≠ متغیرهاي یا 1

,∗(قیدهاي ورودي و خروجینظیر 1کمکی آنگاه،ناصفر باشنددر جواب بهینه) ∗
ناکارا مدل زیر واحداین دربراي محاسبه تراکم سپس.ناکاراستواحد تحت ارزیابی 

:)]4[(براي اطلاعات بیشتر رجوع شود بهشوده میبه کار برد

∑
. ∑ + = − ∗ = 1,2, … ,

∑ = ∗ + ∗ ∈
∑ = + ∗ ∈
∑ = 1
∑ =

∗ ≥ = 1,2, … ,
, ≥ 0 = 1,2, … ,   , = 1,2, … , )11                  (

=عبارت ،در پایان ∗ − ∗ = 1,2, … میناiُبراي محاسبه تراکم در ,
.ه شده استکار برده ورودي ب

1. Slack variables
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هاي نامطلوبمدل جدید براي ارزیابی تراکم در حضور خروجی- 5
کنیم:را معرفی میيادومرحلهیک فرآیند تراکممحاسبهمدل جدیدبراي ارائهاکنون 

فناّوري5تا 1با اصول موضوعهامیرتیموري و همکارانمجموعه امکان تولید
این مجموعه درکاراییتهیه مدل ارزیابیمنظوربه.]1، 6[بگیریدرا در نظر تولید 

افزایش خروجی مطلوب و کاهش خروجی نامطلوب به ترتیب با هدفامکان تولید و 

و عواملرا در 4بنديفرمولقیدهاي مربوط به خروجی مطلوب و نامطلوب
:زیر خواهد بودصورتبهمدلعاملسازي بیشینهبا .کنیمضرب می

. . ≤ ∑ ( + )− ∑ = 1,2, … ,
= ∑ ( + )−∑ = 1,2, … ,
≥ ∑ ( + ) = 1,2, … ,

( + ) ≥ = 1,2, … , = 1,2, … ,
1

( + ) ≥ = 1,2, … , = 1,2, … ,

∑ ( + ) = 1
≥ 0 = 1,2, … ,              (12)

متناسب در دو جهت مخالف صورت طوربهها تغییرات خروجی،در این مدل

در قیدکسري عاملبه دلیل وجود ،شودکه ملاحظه میگونههمانگیرد. می
زیر عمل صورتبهسازي آن غیرخطی است. براي خطی، این مدلخروجی نامطلوب

کنیم:می
∑داریم:مدل فوق ششم با توجه به قید ( + ) . حال متغیرهایی =

≕کنیم: میتعریفزیر صورتبه و ≤ازآنجاکه. ≕ لذا ،0
0 متغیر آزاد است. اکنون با ضرب قیدهاي مربوط به خروجی نامطلوب و ≥

به مدل خطی زیر خواهیم رسید:بالاو اعمال تغییر متغیرهاي عاملدر 

. . ≤ ∑ ( + )− ∑ = 1,2, … ,
= ∑ ( + )− ∑ = 1,2, … ,

≥ ∑ ( + ) = 1,2, … ,
( + ) ≥ = 1,2, … , , = 1,2, … ,
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( + ) ≥ = 1,2, … , , = 1,2, … ,
∑ ( + ) = 1

∑ ( + ) = 13( )

, ≥ 0 = 1,2, … ,

اگر مقدار دهد.میمیزان ناکارایی واحد تحت ارزیابی را نشان ∗بالا،در مدل 
اگر این کارا و تحت ارزیابیگیريبهینه تابع هدف برابر با یک باشد، واحد تصمیم

حال . خواهد بود∗صورتبهمیزان کارایی وناکاراست،از یک باشدتربزرگمقدار 
مربوط کمکیهايمتغیرفرض کنیدهمچنین ؛واحد تحت ارزیابی ناکاراستکنیدفرض

و ،به ترتیب(قید سوم) (قید اول) و وروديبه قیدهاي خروجی مطلوب
( ∗, ∗ , ∗ باشد.جواب بهینه مدل خطی فوق (

ریزي خطی زیر را برنامهدر واحدهاي ناکارا، مدل تعیین تراکم در فاز دوم براي
کنیم:حل می

∗ = ∑
. . ∗ + ∗ = ∑ ( + )−∑ = 1,2, … ,

= ∑ ( + )− ∑ = 1,2, … ,
− ∗  = ∑ ( + ) + = 1,2, … ,

( + ) ≥ = 1,2, … , = 1,2, … ,
( + ) ≥ = 1,2, … , = 1,2, … ,
∑ ( + ) = 1                       (14)

∑ ( + ) = ∗

∗ ≥ = 1,2, … ,
, ≥ 0 = 1,2, … ,

اسبه محورودي نظیر قیدمجموع متغیرهاي کمکیبیشینه، 14مدلواقع دردر

*و قیدشود می
nns d³ هانظیر وروديکمکیشدن متغیرهاي بیشینهموجب

میناnُ، تراکم در 14و 13هايهاي بهینه مدلبا استفاده از جواباکنون شود. می
:شودزیر تعریف میصورتبهورودي مؤلفه

= ∗ − ∗ = 1,2, … , )15(
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کاربرد - 6
که دهدمیتراکم یکی از مفاهیم اقتصادي است و هنگامی رخ که اشاره شد گونههمان

خروجی، بدون بهبود در افزایش حداقل یک ورودي باعث کاهش حداقل یک ،در آن
تراکم نوعی ناکارایی است و لازم است ،بنابراینشود؛ها ها و خروجیسایر ورودي

اثر ،در این بخش.شودمعین هاآنو میزان تراکم شدهنییتعواحدهاي داراي تراکم 
نشان 1ها در جدولداده.دهیممثال واقعی نشان میرا با یک تراکم روي کارایی 

.]4[اندشدهداده
و واحد زاهداندانشکده دانشگاه آزاد اسلامی21گیري شامل واحدهاي تصمیم

و نظرانصاحببا نظر و مشورت با . متغیرهااست1390اطلاعات مربوط به سال 
دانشجویان از: تعداد اندعبارتبه ترتیب اند. متغیرهاي ورودي انتخاب شدهمدیران

توسط شدهارائهتعداد واحدهاي و )X2(، تعداد اعضاي هیأت علمی)X1(ثبت نامی
)، تعداد V1التحصیلان(تعداد فارغاز:اندعبارتهاي مطلوب خروجی). X3(اساتید مدعو
) V3(تعداد کارهاي پژوهشی و تحقیقاتیو)V2در مقطع بالاتر(شدهقبولدانشجویان 

تدوین کتاب و... بر هاي پژوهشی،طرح،هاآننوع چاپ (این امتیاز شامل مقالات،
تعداد دانشجویان اخراجی نیز ). استارتقاي اعضاي هیأت علمی نامهنییآاساس 

].4[) در نظر گرفته شده استW(خروجی نامطلوبعنوانبه

زاهدانهاي دانشگاه آزاد اسلامی واحد ي دانشکدههاداده1جدول

WV3V2V1X3X2X1دانشکده

15451568854331

8102355512422

7406463822333

1206516514064

1860275140109895

22602148145912766
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1ادامه جدول 

WV3V2V1X3X2X1دانشکده

25202189165621907

18404688266348

121021037847579

20130225641265010

2112084390652511

24011161002102012

2450411114011171813

17903801206102514

16501030881165515

212013992592416

102013172636017

14101146102877918

150111592558919

132013580444120

122011150525821



1398، تابستان 2، شماره 4دوره ________________________________گیريهاي نوین در تصمیمپژوهش

138

نشان داده 2در جدول]4[حاصل از روش جدید و روش محلاتی راینینتایج

کهاستمیزان تراکم در واحدهاي ناکاراکارایی واین نتایج شامل نمره شده است.

جدول مشاهده این که در گونههمان. اندشدهمحاسبه GAMSافزارنرمبا استفاده از 

دانشکده داراي 12ارزیابی، تحت دانشکده21از مجموع در روش جدید،شودمی

دیگر ناکارا هستند. متوسط نمره نشکدهدا9و هستندکارا جهیدرنتو 1کارایی نمره

،در روش جدیددهند کهنتایج نشان میهمچنین.است8689/0روش جدید کارایی

9هستند. از ها یا در برخی از وروديهمهم در واحدهاي ناکارا همگی داراي تراک

1X ،(8(دانشکده داراي تراکم در تعداد دانشجویان ورودي8ناکارا، دانشکده

دانشکده داراي 2) و تنها 2X(دانشکده داراي تراکم در تعداد اعضاي هیأت علمی

و 16واحدهاي به اساتید مدعو هستند.شدهارائهیعنی تعداد واحدهاي 3Xتراکم در 

در ورودي اول تنها، 8واحدکهیدرحال؛داراي تراکم در هر سه ورودي هستند20

تنها در ورودي دوم داراي تراکم هستند. همچنین ضریب همبستگی بین 14و واحد 

که است476/0و 618/0، 545/0ها به ترتیب ناکارایی و تراکم هریک از ورودي

اي مستقیم رابطهواحدهاي تحت ارزیابی ها و ناکارایی دهد تراکم ورودينشان می

اد دانشجوي ثبت نامی و نیز تعداد اعضاي هیأت علمیو تعدبینکهطوريبه؛دارند

به اساتید شدهارائهو رابطه بین ناکارایی و تعداد واحدهاي وجود داردقويرابطه

دانشکده21در روش محلاتی راینی براي تعیین تراکم .ضعیف استايمدعو رابطه

واحد داراي 3که از این تعداد استواحد 8تعداد واحدهاي ناکارا ،موردمطالعه

دانشکده داراي تراکم در تعداد اعضاي 1X ،(6(تراکم در تعداد دانشجویان ورودي

به شدهارائهیعنی تعداد واحدهاي 3Xدانشکده داراي تراکم در 6) و 2X(هیأت علمی

ناکارایی و تراکم این روش همبستگی معناداري میان اساتید مدعو هستند. همچنین

روش جدید و روشنتایج حاصل از مقایسه ]. 4[دهدها را نشان نمیورودي

روش جدید در تشخیص واحدهاي ناکارا و کهدهدنشان میمحلاتی راینی 

تر عمل کرده ها و همبستگی میان ناکارایی و تراکم قويوروديدرتشخیص تراکم 

ها و روابط ادههاي تحلیل پوششی دبر اساس مدلشدهارائهاعتبار مدل است.

اعتبار مدل را تضمین ،همچنین نتایج عددي حاصل.منطقی ریاضی استوار است

.نمایدمی
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نتایج حاصل از روش جدید و روش محلاتی راینی2دولج
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86/210593/086/21059/0827/0827/01

000000112

000000113

000000114

31/170217/231/17571/1722/2711/0711/05

000000116

000000117

00377/00038/0806/0806/08

000000119

0000001110

0000001111

0000001112
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گیرينتیجه- 7
موجوداز منابع امؤثر و کاربرداريبهرههـر مجموعه صلیبـدون شـک هـدف ا

گیرندگان از عملکرد واحدهاي تحت و این امر مستلزم آگاهی مدیران و تصمیماست
محققان براي موردتوجهها یکی از ابزارهاي تحلیل پوششی دادهروش.ارزیابی است

در تحلیل پوششی موردتوجهیکی از مسائل هاي اخیر است.ارزیابی عملکرد در سال
دهد که افزایش یک یا چند ورودي تراکم زمانی رخ میمسئله تراکم است.،هاداده

در اغلب ،. از طرفیکس)العبای(شودهاموجب کاهش تمام یا برخی از خروجی
هاي مطلوب خروجی نامطلوب نیز فرآیندهاي تولید و ارائه خدمات علاوه بر خروجی

مایل به افزایش خروجی مطلوب و کاهش خروجیطورمعمولبهشود که ظاهر می
هاي مطرح در موضوع تراکم به بررسی نامطلوب هستیم. در این مقاله با مرور مدل

و با تعمیم مدل ایمپرداختههاي نامطلوب مسئله تراکم در حضور خروجی
پذیري ضعیف به فرم و در نظر گرفتن فرض دسترسی]6، 1[امیرتیموري و همکاران

استفاده از فرض .ها ارائه شده استتراکم در وروديمدلی جدید براي محاسبه،خطی
امکان به صفر رساندن خروجی شدهارائهپذیري ضعیف خطی در مدلدسترسی

کند و این وجه تمایز مدل جدید نامطلوب را در عین حفظ خروجی مطلوب را ایجاد می
تراکم ورودي روي مذکور براي بررسی اثرمدلسپسهاي پیشین است.از مدل

واحدهاي دهد که کلیه نتایج نشان می.رفته استهاي دانشگاه بکارکارایی دانشکده
در ناکارا داراي تراکم در ورودي هستند و همبستگی مستقیم بین ناکارایی و تراکم

وجود دارد.هايدورو

منابع- 8
[1] Fouladvand, m., Undesirable Outputs in production process with weak

disposability assumption in data envelopment analysis, Ph.D. thesis in

Mathematics, Faculty of Science, Islamic Azad University, Science and

Research Branch of Tehran (Giulan), 2017.

[2]  Azar,  A.,  Khosravani,  F.,  Jalali,  R.,  The  Application  of  DEA  in  Selecting  a

Portfolio Consisting of the Most Efficient and the Most Inefficient Companies



و همکارانمینا فولادوند___ ________________________________ ...رویکردي نوین براي محاسبه تراکم

141

Now Present in Tehran Stock Market, Management Research in Iran,17

(1),2013, 1-19.

[3] Mirghafoori, H., Shafiee Roodposht, M., Naddafi, G., Financial Performance

Evaluating with Grey Theory and Data Envelopment Analysis Technique Two

Step approach (Case Study: Province Telecommunication Companies),

Management Research in Iran,16 (4),2013, 189-205.

[4]  Mohallati Rayeni, m., Study of the effect of congestion on undesired output

using data envelopment analysis. Case Study: University Performance

Evaluation, Quarterly Journal of Production and Operations,6(1), 2015,99-112.

[5] Kuosmanen, T., Weak Disposability in Nonparametric Production analysis

with Undesirable Outputs, American Journal of Agricultural Economics,

87,2005,1077-1082.

[6] Amirteimoori, A., Fouladvand., M., Kordrostami, S., Efficiency measurement

using nonparametric production analysis in the presence of undesirable outputs

.Application to power plants, Operation Research and Decisions,3,2017, 5-20.

[7] Charnes, A., Cooper, W., Rhodes, E., Measuring the efficiency of decision

making units, European Journal of Operational Research, 2,1978,429-444.

[8] Färe, R.,  Pasurka , Jr. C. A., Pollution Abatement activities and traditional

productivity, Ecological Economics,62,2007,673-682.

[9] Hailu, A., Veeman,T., Non parametric Productivity Analysis with undesirable

outputs: An allpication to the Canadian Pulp and Paper Industry, American

Journal of Agricultural Economics,83,2001,605-616.

[10] Hailu, A., Nonparametric Productivity Analysis with Undesirable Outputs:

Reply, American Journal of Agricultural Economics,85,2003,1075-1077.

[11] Seiford, L.M., Zhu, J., Modeling undesirable factors in efficiency evaluation,

European Journal of Operational Research,142,2002,16-20.

[12] Färe, R., Grooskopf, S., A Comment on Weak Disposability in Nonparametric

productivity with Undesirable Outputs,American Journal of Agricultural

Economics, 91,2008,535-538.



1398، تابستان 2، شماره 4دوره ________________________________گیريهاي نوین در تصمیمپژوهش

142

[13] Färe, R., Grooskopf, S., Non-parametric Productivity Analysis with

undesirable outputs, American Gournal of Agricultural

Economics,85,2003,1070-1074.

[14] Kuosmanen, T., Podinovski, V.,  Weak Disposability in Production Analysis:

Reply, American Journal of Agricultural Economics,91,2009,539-545.

[15] Podinovski, V.,  Kuosmanen, T., Modelling weak disposability in data

envelopment analysis under relaxed convexity assumptions,European Journal

of Operational Research, 211,2011, 577-585.

[16] Azizi, H., Amirteimoori, A.,  Kordrostami, S., Measurement of the worst

practice of decision-making units: Incorporating both undesirable outputs and

non-discretionary inputs into imprecise DEA, Modern Researches in Decision

Making,3(2),2018,197-222.

[17] Azizi, H., Amirteimoori, A.,  Kordrostami, S., A data envelopment analysis

approach with efficient and inefficient frontiers for supplier selection in the

presence of both undesirable outputs and imprecise data, Modern Researches in

Decision Making,1 (2),2016,139-170.

[18] Kalhor  A.,  Kazemi  Matin  R.  Study  the  effects  of  abatement  factors  of  weak

disposability in network data envelopment analysis with undesirable outputs,

Journal of operational reearch and its applications,15(1),2018,103-121.

[19] Färe, R., Svensson, L., Congestion of production factors,

Econometrica,48,1980, 1745–1752.

[20] Färe, R., Grosskopf, S., Lovell, C.A.K., The Measurement of Efficiency of

Production, Kluwer- Nijhoff Publishing, Boston,1985.

[21] Färe, R., Grooskopf, S., Lovell, C.A.K., Pasurka,  Jr. C. A.,  Multilateral

productivity comparisons when some outputs are undesirable : a nonparametric

approach, The Review of Economics and Statistics,71,1989,90– 98.

[22] Byrnes,  P.,  Fare,  R.,  Grosskopf  ,  S.,  Measuring  productive  efficiency:  an

application to Illinois strip mines, Management Science, 30,1984, 671–681.



و همکارانمینا فولادوند___ ________________________________ ...رویکردي نوین براي محاسبه تراکم

143

[23] Byrnes, P.,  Fare, R., Grosskopf, S.,  Lovell,  C. A. K., The effect of unions on

productivity: US surface mining of coal, Management Science,9,1988,1037–

1053.

[24] Cooper, W.W., Deng, H., Gu, B., Li, S, Thrall,  R.M., Using DEA to improve

the management of congestion in Chinese industries (1981-1997), Socio -

Economic Planning Sciences,35,2001,227-242.

[25] Scheel, H., Undesirable outputs in efficiency valuations, European Journal of

Operational Research,132,2001,400–410.

[26] Tone, K. , Sahoo, B. K. , Degree of scale economies and congestion: a unified

DEA approach, European Journal of Operational Research,158,2004,755–772.

[27] Khodabakhshi, M., A one model approach based on relaxed combinations of

inputs for evaluating input congestion in DEA, Journal of Computational and

Applied Mathematics,230,2009,443-450.

[28]  Fang, L., Congestion measurement in nonparametric analysis under the

weakly disposable technology, European Journal of Operational Research,

245,2015, 203-208.

[29]  Rastgoo, R., Rostami Malkhalifeh, M., Congestion  measurment in data

envelopment analysis under weak disposability of desirable and desirable

outputs  in  a  two-phase  network,  Jornal  of  new  reserches  in

athematics,2,2016,91-100.

[30] Khodadadi , M., Zare Haghighi, H.,Environmental Assessment and Congestion

for DMUs With Undesirable Outputs,International ournal ofIndustrial

Mathematics,9,2017,  307-318.

[31] Shephard,R., Theory of cost Production Function, Princeton University

Press,1970.

[32] Wei, Q.L., Yan, H., Congestion and returns to scale in data envelopment

analysis,European Journal of Operational Research,153,2004,641–660.


