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 چكيده

شده براي بدست آوردن مجموعه نقاط پارتو در مسائل  در اين مقاله يك روش اسكالرسازي اصلاح
هاي تقاطع مرزي  گيرد. روش پيشنهادي، تعميمي از روش سازي چندهدفه مورد بررسي قرار مي بهينه

 ي مربوط به روشساز بهينه باشد. در ابتدا، مساله سرافيني مي- نرمال محدودشده و پاسكلوتي
كنيم و سپس الگوريتمي براي بدست آوردن مجموعه نقاط پارتو ارايه  شده را بررسي مي اصلاح

هاي كارا (ضعيف، سره)  مساله اسكالرسازي و جواب بهينه هاي دهيم. در ادامه، روابط بين جواب مي
هاي كارا (ضعيف،  ابكنيم. در واقع شرايط لازم براي جو سازي چندهدفه را بررسي مي مسائل بهينه

آوريم. نتايج حاصل شده بدون شرط تحدب ناحيه  سازي چندهدفه را بدست مي سره) مسائل بهينه
در ادامه يك الگوريتم جديد براي تقريب زدن مرز پارتوي  باشند. شدني مساله چندهدفه برقرار مي
ده حل و نتايج را با روشهاي چندين مثال را به كمك الگوريتم ارايه شمسائل چندهدفه ارايه مي دهيم. 

. نتايج حاصله نشان از كارايي رويكرد پيشنهاد شده نسبت به روشهاي موجود مقايسه مي كنيم
  معروف موجود دارد.

 

  هاي كاراي سره.  سازي، نقاط پارتو، جواب سازي چندهدفه، اسكالرسازي، نرمال مساله بهينه: كلمات كليدي
 

 مقدمه -1

سازي  مسائل علوم مهندسي با چندين معيار، از مبحث بهينهاغلب براي مدل كردن و حل 

 
 گيرينوين در تصميمهاي پژوهش

 169-141، صص 1399بهار  ،1 شماره ،5 دوره
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نجيره تامين، هاي پزشكي، اقتصادي، ز شود. همچنين در زمينه استفاده زيادي مي 1چندهدفه
.  ] 1- 5[شود  سازي چندهدفه ديده مي دهاي زيادي از مسائل بهينهرو غيره كارب صنعت برق

هيچ  2گيرنده هايي كه در آن تصميم وشسازي چندهدفه، به ر هاي حل مسائل بهينه روش
گيرنده  هايي كه اطلاعات ترجيحي توسط تصميم دخالتي در روند حل مساله ندارد و  روش

شوند كه دسته دوم خود شامل  بندي مي شود، تقسيم هاي مختلفي اعمال مي صورت به
دهدفه، بر خلاف سازي چن مسائل بهينه.  ]6[باشد  مي  5و تعاملي  4پسيني  3هاي پيشيني، روش

تواند  گيرنده مي هاي بهينه متنوعي هستند كه تصميم هدفه، اغلب داراي جواب مسائل تك
سازي چندهدفه، به دليل تعارض بين توابع  بهترين جواب را انتخاب كند. در مسائل بهينه

د. زمان بهينه كن توانيم جوابي را پيدا كنيم كه تمام توابع هدف را بطور هم هدف، اغلب نمي
 . ]7[مفهوم خاصي از بهينگي كه به بهينگي پارتو معروف است، را ارايه داد  6بنابراين پارتو

روش .  ]8- 14[هاي زيادي براي پيدا كردن نقاط پارتو (كارا) مطرح شد  پس از آن روش
سازي چندهدفه محدب ارايه  براي توليد مجموعه نقاط پارتو در مسائل بهينه 7دار مجموع وزن

سازي چندهدفه بدون شرط تحدب مطرح  براي بهينه 8محدوديتs!همچنين، روش .]9[ شد
سازي اين روش، كاربرد زيادي در حل مسائل مهندسي  شد كه با توجه به ساده بودن پياده

هاي كارا براي حل  يكي ديگر از روش 9سرافيني-علاوه، روش پاسكلوتي به . ]15- 16[دارد 
روش  .]17[ ه كاربرد فراواني در مسائل مهندسي داردسازي چندهدفه است ك مسائل بهينه

مطرح شد كه روشي مناسب  11توسط ارگات و ريان 2002در سال  10پذير محدوديت انعطاف
منظور توليد  به 12روش تقاطع مرزي نرمال .]18[هاي كاراي سره است  براي پيدا كردن جواب

اين روش برمبناي  .]19[ شد نقاط مرزي پارتو با توزيع نزديك به توزيع يكنواخت ارايه
هاي كارا با  ها براي بدست آوردن جواب يكي از روش 13گراديان است. روش محدوديت نرمال

اين روش نسبت به روش  .]20[توزيع يكنواخت روي مرز پارتو در مسائل چندهدفه است 
ال تقاطع مرزي نرمال تمايل كمتري به توليد نقاط غيرپارتو دارد. روش تقاطع مرزي نرم

منظور توليد مرز پارتو با سرعت بالا و همچنين كاهش هزينه  به 2012در سال  14اصلاح شده
و  15دار هاي محدوديت وزن روش. ]21[سازي دوهدفه مطرح شد  محاسباتي در مسائل بهينه

سازي چندهدفه غيرخطي و نامحدب  براي تقريب زدن مرز پارتو در مسائل بهينه 16مخروطي
 1 Mult iple obj ective optimizatio n  2 Decision m aker  3 Posteriori m ethods  4 Priori methods 5 Interactive methods 6 Pareto 7 The weighted sum m ethod  8The s ! Constraint m ethod  9 Pascoletti-Serafini m ethod  10 The elastic constraint m ethod  11 Ehrgott and Ry an 12 The norm al boundary intersection method 13 The norm al constraint m ethod  14 The modified norm al boundary intersection m ethod 15 The weighted-constraint method 16 Cone method  
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توسط  17، روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده2015در سال . ]22- 23[ مطرح شده است
هاي كارا با توزيع نزديك به توزيع يكنواخت  منظور توليد تمام جواب به  18قانع كنفي و خرمّ
سازي چندهدفه با مرز پارتو محدب با انحناي غير يكنواخت و نامحدب  براي مسائل بهينه

 .]24[  مطرح گرديد

اي براي بدست آوردن مجموعه نقاط پارتو در مسائل  لاح شدهدر اين مقاله، روش اص
آل و نقاط  كنيم. در اين روش، بعد از پيدا كردن نقاط ايده سازي چندهدفه را مطرح مي بهينه

دهيم و با كمك يك روش  لنگر، در هر مرحله پوسته محدب حاصل از نقاط لنگر را تشكيل مي
كنيم. همچنين به بررسي رابطه بين  رتو را پيدا مياسكالرسازي جديد نقاط كاراي روي مرز پا

هاي بهينه مساله  سازي چندهدفه و جواب هاي كارا (ضعيف، سره) در مسائل بهينه جواب
پردازيم. نشان مي دهيم كه بر خلاف بسياري از  شده مي هدفه مربوط به روش اصلاح تك

سازي چندهدفه از  ر بهينههاي كاراي سره كه د تواند جواب هاي موجود، اين روش مي روش
اهميت زيادي برخوردار هستند را نيز توليد كند.  اين روش بدون لحاظ كردن شرط تحدب 

  شود. بيان مي
، برخي از مفاهيم و مباني اوليه مربوط 2است. در بخش  بخش تنظيم شده  7اين مقاله در 
بر روش تقاطع مرزي ، مروري 3كنيم. در بخش  سازي چندهدفه را مطرح مي به مسائل بهينه

پردازيم. در سرافيني مي- به معرفي روش پاسكلوتي 4نرمال محدود شده داريم. در بخش 
پردازيم و رابطه  ، به معرفي روش پيشنهادي براي توليد نقاط واقع بر مرز پارتو مي5بخش 

هاي كارا (ضعيف، سره) مساله  هدفه پيشنهادي و جواب هاي بهينه مساله تك بين جواب
، الگوريتم مربوط به 6 كنيم. در بخش سازي چندهدفه را در قالب چند قضيه مطرح مي نهبهي

دهيم. در  كنيم. در اين راستا توضيحات لازم را ارايه مي اين روش را با جزييات كامل بيان مي
سازي دو و سه هدفه نشان  زير بخش نتايج عددي، كارايي الگوريتم را با چند مساله بهينه

پردازيم و منابع مورد استفاده  به بررسي نتايج حاصل از اين روش مي 7ر بخش دهيم. د مي
  كنيم. در اين مقاله را معرفي مي

  
  

 17 The restricted norm al boundary intersection 18 Ghane-kanafi and Khorram 
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  مفاهيم و تعاريف اوليه -2
.فرض كنيد  d�, dt ∈ up  صورت در اين d� ≦ dt اگر و تنها اگر براي هر انديس 	 ∈ w1,2, … , xy  باشيم، داشتهd/� z d/t .d� z dt اگر و تنها اگر d� ≦ dt  وd� { dt .

�dهمچنين  | dt  اگر و تنها اگر به ازاي هر انديس	 ∈ w1,2, … , xy، d/� | d/t  باشد. حال
u≧p شود: به صورت زير تعريف مي u≧p مخروط ترتيبي � wd ∈ up: d ≧ 0y. 

	:MOP  شود: صورت زير تعريف مي سازي چندهدفه به اله بهينهدر حالت كلي، يك مس minq.�	�∈Z ���" � �����", �t��", … , �p��"� , 
:�و  u6گيري  مجموعه شدني و ناتهي در فضاي تصميم �كه در آن  � → up  با x � �را با  �تحت تابع  �، تابع هدف است. تصوير 2 � w���": � ∈ �y دهند  نشان مي

  كنيم باشد. در اين مقاله، فرض مي مي upكه مجموعه شدني در فضاي هدف 
 � �   از پايين كراندار باشد. "���

	اگر به ازاي هر انديس  ∈ w1,2, … , xy ،�/∗  يك جواب بهينه براي
argmin�∈Z	مساله ∗/d  باشد. آنگاه به نقطه "��/� ≔ ���/∗" � �/∗, ∀	 � 1,2,… , x  در

پوسته محدب حاصل از نقاط لنگر در فضاي هدف را گويند.  فضاي هدف، نقطه لنگر مي
  دهيم. نشان مي � ��ناميم و با  مي 19هدف هاي تكي توابع پوسته محدب مينيمم

��. جواب شدني]9[ .1- 2تعريف  ∈ ي مساله (بهينه پارتو) برا  20ا يك جواب كارار �
�گويند، هرگاه هيچ  MOPسازي چندهدفه  بهينه ∈ "���وجود نداشته باشد كه  � z ����".  

 تر از كارايي است كه تعريفي ضعيف  21تعريف كارايي ضعيفعلاوه بر مفهوم كارايي، 
  شود. صورت زير بيان مي به

��. جواب شدني ]9[ .2- 2تعريف  ∈ رتو ضعيف) (بهينه پا را يك جواب كاراي ضعيف �
�  گوييم، هرگاه هيچ MOP براي مساله ∈ "���وجود نداشته باشد كه  � | ����".  

توان يكي از توابع هدف را بهبود بخشيد،  يابيم كه نمي با توجه به تعريف جواب كارا درمي
مگر اين بهبود با بدتر شدن حداقل يكي ديگر از توابع هدف همراه باشد. در بعضي مواقع اين 

 19 Convex hu ll of i ndiv idual minima  20 Efficient solu tion 21 Weak efficiency  
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22و بستان بده
دار  هاي كارا همراه با بده و بستان كران دار است. جواب بين توابع هدف كران  

تعاريف متفاوتي از  گويند. مي 23ها، كاراي سره از اهميت زيادي برخوردارند كه به اين جواب
 ] 27[ 24. در ادامه جواب كاراي سره به مفهوم جفرين]25- 27[است  كارايي سره مطرح شده

  كنيم. را بيان مي
��. جواب شدني ]27[ .3- 2تعريف  ∈  MOPرا يك جواب كاراي سره براي مساله  �

�كارا باشد و يك عدد حقيقي  ��گوييم،  هرگاه  � وجود داشته باشد بطوريكه براي هر  0

	انديس  ∈ w1,2, … , xy  و هر� ∈ )ˆبا � ) ( )
i i

f x f x< با  �، حداقل يك انديس� { 	    ،

)ˆباشد بطوريكه موجود ) ( )j jf x f x< و
ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

i i

j j

f x f x
M

f x f x

−
≤

−
.  

ترتيب با  هاي كارا، كاراي ضعيف و كاراي سره را به مجموعه جوابقابل ذكر است كه 

E
X، WE

X و
PE

X هاي بالا برقرار  زير بين مجموعه جوابهمچنين رابطه دهيم.  نمايش مي
  است:

.
PE E WE

X X X⊆ ⊆  
�dنقطه  .]9[. 4-2تعريف  � �d�� , dt� , … , dp�� صورت  كه بهd�� � min�∈Z ����" � min�∈� d� ،� � 1,2,… , x له براي مسا 25ال شود را يك نقطه ايده تعريف ميMOP  .گويند

αبعلاوه، فرض كنيد  � ���, … , �p�  با�/ � 0 ،	 � 1,2, … , xصورت به بردار  . در اين a  باa � d�� ! �� ،� � 1,2,… , x گويند. مي 26ال نقطه فوق ايده  
dh. نقطه ]9[. 5- 2تعريف  � �d�h , dth, … , dph�  باd�h � max�∈Z  ����" � max�∈�¡ d� ،� � 1,2,… , x براي مساله  27را نقطه حضيضMOP گويند. مي  
  .]24[. معيار سنجش كيفيت براي تقريب زدن مرز پارتو 6- 2تعريف 

,�jفرض كنيد  … , j6 هاي متفاوتي  هر كدام مجموعه نقاط پارتو توليد شده با الگوريتم
¢باشد و  � ⋃ j/6/7�شود . حال فاصله نسلي مجموعه بصورت زير تعريف مي  

¤9/ � ¥∑ �=¦f�"t¦∈f�|j/| , ∀	 � 1,… , 
, 
�f¦=كه در آن  � min¨∈© =�ª,  |/j|باشد و  ي بين دو جواب پارتو مي مينيم فاصله "»

 22 Trade-off 23 Proper efficient 24 Geoffrion 25 Ideal point  26 Utopia point  27 Nadir point 
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/9¤است. اگر  /jعدد اصلي مجموعه  | ¤90 , 	, � � 1,… , 
 /jآنگاه تقريب مجموعه  
  است. j0بهتر از تقريب 

  

  روش تقاطع مرزي نرمال محدود شدهمروري بر  -3
با استفاده از يك رويكرد پسيني و توزيع  ]24[در روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده 

سازي چندهدفه با  اط مرزي پارتو براي مسائل بهينهيكنواخت پارامترها، به توليد يكنواخت نق
هاي وابسته به  شود. اين روش مستقل از مقياس مرز پارتو محدب و نامحدب پرداخته مي

سازي  مساله چندهدفه نرمالتوابع هدف است. در اين روش ابتدا تمام توابع هدف مربوط به 
سپس پوسته  .كنند و يك اختيار ميشوند، بطوريكه هر تابع هدف مقادير خود را بين صفر  مي

تعيين و در هرمرحله بروز رساني  ��� ��هاي تكي توابع هدف  محدب حاصل از مينيمم
در هر مرحله است. در  ��� ��شود. اساس اين روش برمبناي تغيير پوسته محدب  مي ��� ��  توابع هدف عبارتند از:هاي تكي  هاي محدب از مينيمم امين مرحله از اين روش، زيرپوسته� , �� �t�, … , �� �p¬�.�  

  است. MOPتعداد توابع هدف در مساله  xكه در آن 
يك نقطه  ��� ��قسمت الف، بعد از تعيين پوسته  1- 3در مرحله اول با توجه به شكل 

با شروع از نقطه انتخاب شده  u≧p!مخروط شود و سپس  انتخاب مي ��� ��مياني روي 
با توجه  ، رود. در مرحله بعد براي توليد نقاط پارتو پيش مي �,�®
در امتداد جهت شبه نرمال 

، �dو  ¯dو دو نقطه لنگر  �,�dقسمت ب،  با كمك نقطه پارتو حاصل شده  1- 3به شكل 
 �tt ��و  t�� ��هاي  شود بطوريكه زير پوسته اني ميبروز رس ��� ��پوسته محدب 

گيريم، يك نقطه مياني روي هر  حاصل شوند. حال هر پوسته محدب توليد شده را در نظر مي

هاي  كنيم و سپس با استفاده از جهت زيرپوسته انتخاب مي®t,�  و
®t,t  نقاط پارتو متناظر با

آوريم. تعداد نقاط پارتو بدست آمده براي مساله دوهدفه در  بدست مي هر زيرپوسته را
k 2امين مرحله برابر با� ! است. در حالت كلي تعداد نقاط پارتو توليد شده از اين روش  1

  است. �#p¬#�pسازي چندهدفه برابر با  ام براي مساله بهينهkدر مرحله 
، �/� ��وابسته به زير پوسته محدب مساله تقاطع مرزي نرمال محدود شده  	 � 1,2, … , x�#�  شود: صورت زير بيان مي ام به�در مرحله  
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�j:	max -�,/ l. -. 
)2(  d°�,/ : -�,/
®�,/ ∈ ���" ∩ �d°�,/ ! u≧p � -�,/ ∈ u, 

/,�°dكه در آن  � �p Φ�,/k  باk � �1,… ,1"e  بردار واحد و Φ � �����∗", ���t∗", … , ���p∗�"  يك ماتريسx 2 x  بطوريكه �/∗ � argmin�∈Z 
است.  "��/�®�,/ � d�,/� ! d°�,/  كه در آنd�,/�  وd°�,/  بترتيب نقطه
  باشد. مي iو در زيرپوسته  kدر مرحله  �/� ��ياني دلخواه روي ال و نقطه م ايده

  
 روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده در فضاي دوهدفه .1- 3شكل 

  سرافيني-مروري بر روش اسكالرسازي پاسكلوتي -4
,c�j³سرافيني با مساله اسكالرسازي - روش اسكالرسازي پاسكلوتي b, يكي از   "�

,c�j³سازي چندهدفه است. مساله  راي حل مسائل بهينههاي كارا ب روش b, متناظر با  "�
MOP شود بصورت زير بيان مي:  j³�c, b, �":		min - l. -.		c : -b ! ���" ∈ � � ∈ �, - ∈ u. 
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,cيك مخروط ناتهي، راسي و محدب است و همچنين پارامترهاي  �كه در آن  b ∈ up 
شوند.  انتخاب مي �و مخروط  c ،b. در اين روش ابتدا پارامترهاي باشد دلخواه مي

 �!نشان داده شده است، براي حل يك مساله چندهدفه، مخروط  1- 4گونه كه در شكل  همان
cدر امتداد خط  b!در جهت  : -b شود تا مجموعه  حركت داده مي���" ∩ �c : -b !   .به سمت تهي شدن ميل كند "�

�الا فرض كنيد در مساله ب � u≧p در اين صورت مساله .j³�c, b, توان  را مي "�
,c�j³  :بصورت زير نوشت b":		min - ³. -.		c/ : -b/ z �/��", ∀	 � 1,2,… , x � ∈ �, - ∈ u. 

  

,c�j³در ادامه دو قضيه براي مساله  b" كنيم. اين دو قضيه رابطه بين  بيان مي
,c�j³هاي بهينه مساله و جواب MOPهاي كارا و كاراي ضعيف مساله  وابج b"  را نشان

   .]17و5[دهد  مي

  
,c�j³روش  .1- 4شكل  b,  براي يك مساله دوهدفه "�

,c�j³مساله  4- 1قضيه  b" را در نظر بگيريد.  

,���اگر  .1 ,c�j³يك جواب بهينه براي مساله  "̂- b" يك جواب  ��صورت  باشد، در اين
  .است MOPكاراي ضعيف براي 

,���اگر  .2 ,c�j³يك جواب بهينه اكيد براي مساله  "̂- b"  يك  ��باشد، در اين صورت
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 .است MOPجواب كارا براي 
,c�j³مساله  4- 2قضيه  b" را در نظر بگيريد. 

,���باشد. در اين صورت  MOPيك جواب كاراي ضعيف براي  ��اگر  .1 يك جواب  "0
,c�j³	بهينه براي مساله  b"  باc � bو  "���� ∈ 	
-�u≧p� است.  

,���باشد. در اين صورت  MOPيك جواب كاراي ضعيف براي  ��اگر  .2 يك جواب  "0
,c�j³	بهينه براي مساله  b"  باc � bو  "���� ∈ u≧p w0y است. 

هاي كاراي سره به دليل بده و بستان  ، جوابقابل ذكر است كه در مسائل چندهدفه
هاي كاراي غيرسره به دليل در نظر نگرفتن  دار از اهميت زيادي برخودارند و جواب كران

حداقل يكي از توابع هدف براي تصميم گيرندگان جالب نيستند. تكنيك اسكالرسازي ارايه 
كند. در بخش بعدي،  نميها را تضمين  سرافيني كارايي سره جواب-شده در روش پاسكلوتي

كنيم. علاوه بر اين، مجموعه نقاط  براي اين مشكل يك تكنيك اسكالرسازي جديد را معرفي مي
شوند. در واقع، توزيع غير يكنواختي  مرزي پارتو با توزيع نزديك به توزيع يكنواخت توليد مي

با ارايه مثال عددي در توان مشاهده كرد كه در اين باره  از نقاط را در نزديكي نقاط لنگر مي
سازي در اين روش مرز پارتو بايد  ، توضيح بيشتري خواهيم داد. در خصوص نرمال6بخش 

توان از تكنيك  صورت نمي داراي نقطه حضيض با مقدار كراندار باشد؛ در غير اين
  سازي بكار رفته در اين روش استفاده كرد. نرمال
  

  بررسي روش پيشنهادي -5
سازي  تكنيكي براي توليد مجموعه نقاط مرزي پارتو در مسائل بهينه در اين بخش به بررسي

پردازيم. اين روش به توليد نقاط مرزي پارتو و پارتو ضعيف محدود شده است.  چندهدفه مي
هاي پارتو سره را با كمك اين روش بيان  همچنين شرايط لازم براي بدست آوردن جواب

دار فرض  ل چندهدفه مورد بررسي را از پايين كرانكنيم. در اين مقاله فضاي معيار مسائ مي
كنيم. بدون از دست دادن كليت و قبل از بيان الگوريتم روش ارايه شده، پارامترهاي مطرح  مي

با جزييات بيشتر  6شناخته فرض كنيد. در بخش  1- 5شده در روش پيشنهادي را طبق شكل 
  پردازيم. به موضوع مي

سمت الف و ب را در نظر بگيريد. در فضاي معيار ق 1- 5براي بررسي هندسي، شكل 
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���" � �,�dرا در امتداد خط  u≧p!مخروط  � : -bµ�,�  متحرك و ناحيه بين پاره خط¶ 
قسمت ب مشخص  1- 5كه در شكل  �) و فضاي معيار ∗�tو  ∗��(پاره خط واصل بين نقاط 

منظور توليد نقاط مرزي پارتو ابتدا نقطه را روي  ناميم. به مي ��� ��شده را پوسته محدب 
كه به  ��� ��روي زيرپوسته   �,�dكنيم. سپس با استفاده از نقطه  انتخاب مي ¶پاره خط 

 1و در زيرپوسته  1را در مرحله  �,�bµبردار جهتي  �,��dال  دلخواه انتخاب شده و نقطه ايده
lبا در نظر گرفتن بردار متغيرهاي كمكي  �كنيم. در فضاي  ن ميتعيي ∈ u≧p ريختگي  يك بهم

ريختگي را با درنظر گرفتن جريمه در تابع هدف مساله مربوط به اين  كنيم و اين بهم ايجاد مي
ناميم. حال به جاي  پذير مي كنيم و فضاي جديد را فضاي معيار انعطاف تكنيك جبران مي

�,�dدر امتداد خط  u≧p!رفتن مخروط درنظر گ : -bµ�,�  ها را در فضاي  آن �در فضاي
در امتداد  u≧p!گيريم و جستجو را با كمك مخروط  درنظر مي �پذير شده  انعطاف d�,� : -bµ�,� كنيم و نقطه توليد شده را  براي توليد نقطه مرزي پارتو شروع ميd� م.نامي مي  

 ��� ��، پوسته محدب �dقسمت ج ابتدا با كمك نقطه پارتو  1- 5در مرحله دوم، با توجه شكل 
شود. حال روي زيرپوسته  توليد مي �tt ��و  t�� ��كنيم و دو زيرپوسته  را بروز رساني مي �� ��t نقطه  �¶، در واقع روي خطdt,� كنيم و سپس مخروط  مي را انتخاب!u≧p  را در امتداد

�,dtخط  : -bµt,� اي واقع بر مرز پارتو  دهيم تا نقطه پذير شده حركت مي در فضاي انعطاف
كنيم. در مرحله  همين روند را پياده سازي مي �tt ��حاصل شود. بطور مشابه براي زيرپوسته 

كنيم  نقطه پارتو مرزي حاصل از همان زيرپوسته بروز رساني ميسوم نيز هر زيرپوسته را باكمك 
  دهيم تا مجموعه نقاط مرزي پارتو بدست آيد. و اين روند را ادامه مي
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 روش پيشنهادي در فضاي دوهدفه :1- 5شكل 

در فضاي انعطاف شده در  -عبارت ديگر هدفمان در اين روش ماكسيمم كردن متغير به
هدفه متناظر  د. به همين منظور در هر زيرپوسته به دنبال حل مساله تكباش هر زيرپوسته مي

  شود با مساله چندهدفه هستيم كه به صورت زير فرموله مي

·��¸, l, b":		max - ! �¸/l/ 	p
/7�  

l. -.																															 d : -bµ � ���" : l				 � ∈ �,											 
�ن كه در آ ∈ � ،- ∈ u ،b ∈ !u≧p  و بردارl ∈ u≧p  هاي  ها وزن /¸است. همچنين

  شوند. درنظر گرفته مي /lنامنفي هستند كه در تابع هدف به ازاي هر متغير كمكي افزوده 
كار  ) است. با استفاده از تكنيك به2شده از مساله ( هدفه اصلاح مساله فوق يك مساله تك

در روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده قادر به توليد نقاط پارتو (ضعيف)  برده شده
,¸��·كنيم كه با كمك مساله هستيم. در ادامه ثابت مي l, b"  ،قادر به توليد نقاط كارا

  كاراي ضعيف و كاراي سره خواهيم بود. 

يم. زيرا در غير اين گير را در اين مقاله خارج از ناحيه شدني درنظر مي �dال  نقطه ايده
  ال است. باشد كه همان نقطه ايده صورت مجموعه تمام نقاط مرزي پارتو شامل يك عضو مي

اين روش براي توليد مجموعه نقاط مرزي پارتو در مسائل چندهدفه با فضاي معيار 
بررسي  6هايي را در بخش  نامحدب، ناهموار و گسسته كاربرد دارد. در اين راستا مثال

  كرد. خواهيم
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,¸��·هدفه  در ادامه، براساس مساله تك l, b"هاي بهينه  ، شرايط لازم براي جواب
كنيم. در ادامه اين شرايط را تحت عنوان قضيه بيان  پارتو (ضعيف، سره) را بررسي مي

  كنيم. مي
,��� ض كنيدفر 5- 1قضيه  l̂, ,¸��·يك جواب بهينه براي مساله  "̂- l, b" با μ ≧ 0 

  است. MOPيك جواب كاراي ضعيف براي مساله  �� صورت د. در اينباش
�� فرض كنيداثبات.  ∉ �صورت  در اين .«)� ∈ وجود دارد بطوريكه  � ���" | =، بعبارتي ديگر بردار "���� ∈ 	
-�u≧p وجود دارد كه براي هر انديس  " 	 ∈ w1,2, … , xy :داريم  

)4(  �/��" : =/ � �/���". 
,���با توجه به فرض قضيه، چون        l̂, ,¸��·يك جواب بهينه براي مساله  "̂- l, b" 

  است، بنابراين براي هر انديس
 	 ∈ w1,2, … , xy توان نوشت: مي  

)5(  d/ : -̂b/ � �/���" : l̂/ . 
/d  توان نتيجه گرفت: مي )5(و  )4(حال بنا به روابط  : -̂b/ � �/��" : l̂/ : =/ 					∀	 � 1,2,… , x. 

=از آنجايي كه  � εاست، پس عدد حقيقي  0 � =وجود دارد بطوريكه  0 : sb ∈ 	
-�u≧p" بنابراين براي هر انديس ،	 ∈ w1,2, … , xy توان چنين نتيجه گرفت كه مي  d/ : -̂b/ : sb/ � �/��" : l̂/ : =/ : sb/. 
,��صورت  در اين l̂, -̂ : s"  با توجه به رابطه بالا يك جواب شدني براي مساله ·��¸, l, b"  با-̂ : ε � ,���است كه با بهينه بودن  ̂- l̂,   در تناقض است. "̂-

  
,¸��·ر قضيه زير با در نظر گرفتن يكتايي جواب بهينه براي مساله د l, b"  نتايج زير

  شود. هاي كارا حاصل مي براي جواب
,���فرض كنيد 5- 2قضيه  l̂, ,¸��·يك جواب شدني براي مساله   "̂- l, b"  باشد. در
  اين صورت،

,���اگر .1 l̂, ,¸��j يك جواب بهينه يكتا براي مساله  "̂- l, b" با μ ≧  �� باشد. آنگاه 0
  است. MOPيك جواب كارا براي مساله 
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,���اگر .2 l̂, ,¸��jيك جواب بهينه براي مساله   "̂- l, b" با μ � l̂و  0 � باشد. در  0
 است. MOPيك جواب كارا براي مساله  �� صورت اين

�فرض كنيد يك جواب شدني  .1اثبات.  ∈ "���وريكه وجود دارد بط � z ����" .
"���  بعبارتي ديگر ≦ "���با  "���� { ,�� توان ثابت كرد كه . در اين صورت به آساني مي"���� l̂, ,��يك جواب شدني براي مساله است. از آنجايي كه مقدار تابع هدف براي  "̂- l̂, با  "̂-

,���مقدار تابع هدف براي  l̂, توان  است. با توجه به يكتايي جواب بهينه مي با هم برابر "̂-
�نتيجه گرفت كه  � ��توان نتيجه گرفت  . حال مي�� ∈ �». 

� صورت يك جواب كارا نباشد. در اين ��فرض كنيد . 2 ∈   وجود دارد بطوريكه، �
)6(  �/��" z �/���"				∀	 � 1,2,… , x, 

-و انديس  ∈ w1,2,… , xy بطوريكه وجود دارد،  
)7(  ����" | �����". 
,��� چون l̂, ,¸��·يك جواب بهينه براي مساله  "̂- l, b" :است لذا داريم  d/ : -̂b/ � �/���" : l̂/				∀	 � 1,2,… , x, 

	داريم: )7(و  )6(حال بنابه روابط  d/ : -̂b/ � �/��" : l̂/					∀	 { -, 
	و d� : -̂b� � ����" : l̂� , 

l̂چون  � δاست، بنابراين يك عدد حقيقي  0 � �l̂وجود دارد كه  0 ! δ � 0.  
	حال براي هر انديس  ∈ w1,2, … , xy دهيم قرار مي	l/̅ � ¿ l̂/																						 { -l̂/ ! À														i � t. 

μچون  � ,��توان نتيجه گرفت  ، مي0 l̅, ,¸��·شدني براي مساله  يك جواب "̂- l, b" 
  با

-̂ ! �¸/l̂/	p
/7� | -̂ ! �¸/l̅/	p

/7�  

,��� باشد، كه اين رابطه با بهينه بودنمي l̂,   باشد. در تناقض مي "̂-
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,¸��·در قضيه بعد شرايط لازم براي كارايي سره را با استفاده از جواب بهينه مساله  l, b" كنيم. مطرح مي  
,���  فرض كنيد 5- 3قضيه  l̂, ,¸��·يك جواب بهينه براي مساله "̂- l, b" با μ � 0 

l̂و �   است. MOPسره براي مساله  يك جواب كاراي ��صورت  باشد. در اين 	0
مساله  يك جواب كارا براي ��توان نتيجه گرفت  قسمت دوم مي 5- 1طبق قضيه اثبات.  MOP يك جواب كاراي سره براي مساله  ��كنيم  است. براي اثبات كارايي سره، فرض مي

�چندهدفه نيست. بنابراين براي هر عدد حقيقي  �   يك انديس 0
 	 ∈ w1,2, … , xy  و� ∈ "��/�با  � | �و براي هر انديس  وجود دارند "���/� { با   	 �0���" |   داريم: "���0

)8(  �/���" ! �/��"�0��" ! �0���" � �. 
Âدهيم  حال قرار مي  � Ã�: �0���" | �0��"; � � 1,… , xÅ.  

=يك عدد حقيقي  	براي انديس  �   چنان وجود دارد كه 0
)9(  �/��" : = � �/���". 
,��� چون l̂, ,¸��·جواب بهينه براي مساله  "̂- l, b" :است، بنابراين داريم  
)10(  d� : -̂b� � �����" : l̂�				∀- � 1,2, … , x, 

  داريم: 	يس براي اند )10(از رابطه 
)11(  d/ : -̂b/ � �/��" : l̂/ 
l̂چون  � δ، پس عدد حقيقي 0 � /l̂،  	چنان وجود دارد كه براي انديس  0 ! À � 0 .

  داريم: )11(بنابراين طبق رابطه 
)12(  d/ : -̂b/ � �/��" : l̂/ ! À. 

�دهيم  رار ميق ≔ Xq̂[��.  
	داريم: )8(با توجه به رابطه 

�0��" ! �0���" | 1� ��/���" ! �/��"�, 
	  داريم: �حال طبق رابطه بالا و تعريف 
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�0��" | =� : �0���", 
  توان نوشت: مي )10(بنابراين طبق رابطه 

)13(  d0 : -̂b0 � �0��" : l̂0 ! =�					∀� ∈ Â. 
-علاوه، براي هر انديس به ∈ w1,2,… , xy ∖ Â⋃w	y  داريم����" z ، حال طبق "�����
  داريم: )10(رابطه  
)14(  d� : -̂b� � ����" : l̂�. 

	كنيم: تعريف مي
l�̅ � Ç l̂� ! À																		- � 	l̂� ! =� 																- ∈ Â		l̂�																	- ∉ Â⋃w	y.  

,�� )14(و  )13(، )12(بنابه روابط  l̅, ,¸��·يك جواب شدني براي مساله  "̂- l, b" 
  همچنين با توجه به اينكه است.
 μ � 	:است، داريم 0

-̂ ! �¸/l̂/
p

/7� | -̂ ! �¸/l/̅
p

�7� . 
,��� كه با بهينه بودن l̂, ,¸��·براي مساله  "̂- l, b" در تناقض است.  

 

  الگوريتم روش پيشنهادي و نتايج عددي -6
با كمك روش  �Èjدر اين بخش، الگوريتمي براي تقريب زدن مرز پارتو در مسائل 

ال مساله  ، نقطه ايده2گام است. در گام  8دهيم. الگوريتم ارايه شده شامل  پيشنهادي ارايه مي �Èj كنيم.  سازي مي ال نرمال آوريم و سپس فضاي معيار را با كمك نقطه ايده را بدست مي
گيريم.  سازي شده را درنظر مي نرمال �Èj، مساله �Èjبه جاي مساله  8تا  3هاي  در گام

	، /̅�، 4در گام  � 1,2, … , x  را از حل مسالهmin�∈Z® �/6ST�U��"  در ناحيه شدني �® � É� ∈ �:	�d/���,� z �/��", 	 � 1,2, … , xÊ  )�d�"�,� ال در مرحله  نقطه ايدهk  و
را به دلخواه براي  �,�"a�ال   آوريم. همچنين نقطه فوق ايده بدست مي t)در زيرپوسته 
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هاي  كنيم. هدف از گام ب ميانتخا tو در زيرپوسته  k در مرحله  ��� ��زيرپوسته محدب 
با كمك بردار وزني مناسب  ��� ��پيدا كردن يك نقطه روي زيرپوسته محدب  6و  5 β � �Ì�, … , Ìp� هاي نامنفي  و تعيين بردار جهت و وزنμ ∈ u≧p  متناظر با هر تابع هدف

,¸��·به جاي حل مساله  7باشد. در گام  مي l, b" مساله  متناطر با�Èj  اصلي، به حل
�6ST·مساله �U�¸, l, b" آوريم. بنابراين  پردازيم و نقطه مرزي پارتو را بدست مي مي

هدفه  مساله تك ��� ��ام و زيرپوسته �بعد از نرمال كردن توابع هدف در مرحله  ·��¸, l, b" توان به صورت زير بازنويسي كرد. را مي  

·�6ST�U�¸, l, b":	max -�,/ ! �¸0�,/l0�,/	p
07�  

l. -.							 d0�,/ : -�,/b0�,/ � �06ST�U��" : l0�,/ 					∀� � 1,2,… , x, � ∈ �								 ¸ � 0, l0�,/ � 0					∀�.																											 
 �#p¬#�pتوانيم  ام مي�هدفه، با كمك الگوريتم جديد در مرحله x!سازي  براي مسائل بهينه

  نقطه مرزي پارتو را توليد كنيم.
شرط توقف در الگوريتم جديد به تعداد تكرار الگوريتم بستگي دارد كه در گام اول اين 

ام اين �ها در مرحله  ز جستجوي تمام زيرپوسته، بعد ا8دهيم. در گام  نشان مي ·تعداد را با 
- ،�oهاي بردار  زيرپوسته ها را با كمك درايه ≔ 1,2, … , x�#�  و با توجه به توضيحات

  كنيم. بروز رساني مي 6داده شده در ابتداي بخش 
  الگوريتم

�. انديس بدهرا تعداد تكرار الگوريتم قرار  ·. 1گام  ≔ 1,2,… , ر تعداد را شمارشگ ·
-مراحل و  ≔ 1,2,… , x�#� را مجموعه  ³ام قرار بده. �ها در مرحله  را شماره زيرپوسته

  نقاط مرزي پارتو توليد شده از تكرار الگوريتم قرار بده.
ال  را بدست بياور و سپس توابع هدف را با استفاده از نقطه ايده �dال  نقطه ايده .2گام 
بيشترين مقدار خود را در نقاط لنگر و كمترين مقدار خود را در  سازي كن بطوريكه نرمال

6ST/�  صفر اختيار كنند. يعني،�U � �/ ! d/� ,						 � 1,2, … , x. 
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-قرار بده . 3گام  � 1.  
�jرا با استفاده از حل مساله  /̅�. 4گام � min�∈Z® �/6ST�U��" ،	 � 1,2,… , x  در

/aپيدا كن. قرار بده  ��� ��زير پوسته  � �/��̅/" ! /�با  /� � 0،	 � 1,2, … , x . �a"�,� � �a�, at, … , ap� قرار بده ��� ��ال در زيرپوسته  را نقطه فوق ايده.  

xرا يك ماتريس  �,�Φ. 5گام  2 x  سطر با	6/�ام ST�U��̅0� ! �d/���,� ، � � 1,2,… , x .قرار بده  
β. 6گام  � �Ì�, … , Ìp�  1را يك بردار وزني 2 x :درنظر بگير و قرار بده  d�,� � Φ�,�Í, b�,� � �a"�,� ! d�,� , μ � 1∑ y/�,�p/7� d�,� . 
,¸��·را از حل مساله  ��. 7گام  l, b"  بدست بياور. قرار بده: ��� ��در زيرپوسته  o� � 4���̅�", ���̅t", … , ���̅p�, ����"8, ³ ≔ ,³, ����"1. 
�اگر . 8گام � را تقريبي از مرز پارتو  ³باشد، الگوريتم را متوقف كن و مجموعه  ·

�في كن. اگر معر | -و  · | x�#� آنگاه قرار بده ،- ≔ - : برو. در غير  4و به گام  1
�صورت اگر  اين | -و  · � x�#� قرار بده ،� � � : هاي محدب  . زيرپوسته1 �� ��� , �� �t�, … , �� �p¬��  مرحله قبل را با كمكo� ،- ≔ 1,2,… , x�#� 

  برو. 2بروزرساني كن و به گام 
  نتايج عددي

در اين بخش از مقاله، الگوريتم روش پيشنهادي را براي تعدادي از مسائل دو هدفه و سه 
-هاي پاسكلوتي آمده از روش  گيريم و نتايج حاصل را با نتايج بدست هدفه در نظر مي

كنيم و برتري  ايسه مي) و تقاطع مرزي نرمال محدودشده مق�Ïمحدوديت (ε!سرافيني، 
  دهيم. هاي ذكر شده نشان مي روش پيشنهادي را نسبت به روش

سازي دوهدفه با مرز پارتو محدب، نامحدب گسسته و  در روند مقايسه از مسائل بهينه
از الگوريتم پيشنهادي بردار وزني  6كنيم. در گام  هاي كاراي ضعيف استفاده مي داراي جواب β ه برابر را براي مسائل دوهدف��t , �t� دهيم. براي روش تقاطع مرزي نرمال  قرار مي
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هاي  كنيم. همچنين براي روش استفاده مي ]24[محدودشده از الگوريتم مطرح شده در مقاله 
كنيم  محدوديت پارامترهاي موجود را با توزيع يكنواخت انتخاب ميε!سرافيني و -پاسكلوتي

گيريم. بعلاوه دو  كار مي از الگوريتم پيشنهادي به 6و 5هاي  و با شرايط ذكر شده در گام
شدني محدب و نامحدب را براي مقايسه الگوريتم  هدفه با ناحيه سازي سه مساله بهينه
كنيم. در روش  محدوديت و تقاطع مرزي نرمال محدودشده استفاده ميε!پيشنهادي، 
 ]28[) مطرح شده در 4ا گامت 1(گام 1هدفه از الگوريتم سرافيني براي مسائل سه-پاسكلوتي

  دهيم. و نتايج حاصل از حل مسائل چندهدفه را روي نمودار نشان مي  كنيم استفاده مي
كنيم. براي حل مسائل  استفاده مي MATLAB (R2014b)افزار  در اين مقايسه از نرم

در  sqpسازي  با الگوريتم بهينه fgoalattainو  fminconسازي غيرخطي از دستور  بهينه
گيريم. در اين راستا براي اجراي برنامه از كامپيوتر شخصي با سيستم  افزار كمك مي اين نرم

CORE i5 كنيم. استفاده مي  
محدوديت و  ε!سرافيني، - هاي پاسكلوتي براي مقايسه روش پيشنهادي با روش 6- 1مساله 

كنيم.  شروع مي شدني محدب تقاطع مرزي نرمال محدود شده از يك مساله دوهدفه ساده با ناحيه
هاي فوق از الگوريتم پيشنهادي براي روش جديد و الگوريتمي  براي توليد نقاط پارتو با كمك روش

كنيم. الگوريتم  ) براي روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده استفاده ميPM(الگوريتم  ]24[از مرجع 
بدون درنظر گرفتن از الگوريتم پيشنهادي  6- 4هاي  سرافيني را با توجه به گام- پاسكلوتي
محدوديت ε!سرافيني و - كنيم. افزون بر اين در الگوريتم پاسكلوتي ها پياده سازي مي زيرپوسته

هاي ذكر شده بصورت  پارامترها را با شرايط در نظر گرفته شده در الگوريتم پيشنهادي با گام
  شود. وله مي، بصورت زير فرم]24[كنيم. مساله دوهدفه مورد نظر از  يكنواخت انتخاب مي

min���" � Ð¥1 : ��t, ��t ! 4�� : �t : 5Ó , l. -. ��t ! 4�� : �t : 5 � 3.5, 							�� � 0, �t � 0. 
  

�,�aرا برابر   ��� ��ال در زيرپوسته  در اين مقايسه نقطه فوق ايده � �d�"�,� : ·را برابر  PMهاي پيشنهادي و  داد تكرار در الگوريتمدهيم. تع قرار مي "1!,0� � 4 
نقطه پارتو توليد كنند،  17ها  رود هر كدام از الگوريتم دهيم كه با اين تعداد تكرار انتظار مي مي قرار 

  گيريم. درنظر مي 17را برابر با  محدوديتε!سرافيني و - بنابراين تعداد تكرار در الگوريتم پاسكلوتي
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همانطور  شود. نشان داده مي 1-6هاي ذكر شده، در شكل  حاصل از الگوريتم نقاط پارتو
كنيد نقاط پارتو توليد شده با كمك الگوريتم پيشنهادي  قسمت ج مشاهده مي 1-6كه در شكل 

هاي الف، ب و د از شكل  است. ولي در قسمت بصورت يكنواخت روي مرز پارتو توزيع شده 
 PMو  محدوديتε! ،سرافيني- هاي پاسكلوتي الگوريتم ، نقاط پارتو توليد شده با1- 6

اند. اين غيريكنواختي در فاصله بين دو نقطه  بصورت يكنواخت روي مرز پارتو توزيع نشده
شود. برتري ديگر الگوريتم پيشنهادي،  مي پارتو توليد شده در دو سر از مرز پارتو ديده 

نقطه  17تكرار از اين الگوريتم دقيقا  4با  باشد. يعني توليد نقاط پارتو در هر زير پوسته مي
نقطه  15سرافيني تنها - تكرار از الگوريتم پاسكلوتي 17شود در حالي كه با  پارتو توليد مي
  است.  پارتو توليد شده
به ازاي روشهاي اسكالرسازي مطرح شده براي اين مساله در جدول  GDمقدار معيار 

ها، نشان دهنده اين است كه تقريب جواب  براي روش GDآمده است. مقدار معيار كيفيت  1- 6
هاي ديگر  ها بوده و نسبت به روش تر از ساير روش بدست آمده با روش پيشنهادي دقيق

  عملكرد بهتري داشته است.
  

  ها با تقريب پنج رقم بعد اعشار معيار كيفيت روش :1- 6جدول 
  

 NM PM PS ÕÖ معيار كيفيت

GD 12974/0 28320/0 16509/0 21565/0 

  

  
  PM(الف) نقاط توليد شده با الگوريتم 

  

  
  سرافيني-(ب) نقاط توليد شده با الگوريتم پاسكلوتي
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  (ج) نقاط توليد شده با الگوريتم پيشنهادي

  
  

  محدوديتε!(د) نقاط توليد شده با روش 
  

  .PMو  محدوديتε!، يسرافين- هاي  پيشنهادي، پاسكلوتي مقايسه الگوريتم 6- 1مساله  :1- 6شكل 

  

در اين مثال يك مساله دوهدفه نامحدب با مرز پارتو گسسته را بررسي  6- 2مساله 
است و به صورت زير  نشان داده شده 2- 6شدني اين مساله در شكل  ناحيه .]28[كنيم  مي

"���min  شود. فرموله مي � ���, �t", l. -. ��� ! 1"t : ��t ! 1"t ! 1 z 0, 							�1 ! �tt" ! �6�� ! 5�t"t ! 1 z 0, 							�� � 0, �t � 0. 
  

·را برابر  PMهاي پيشنهادي و  در اين مثال تعداد تكرار در الگوريتم � و در  4
ال  دهيم. همچنين نقطه ايده قرار مي 17محدوديت برابر با ε!سرافيني و - الگوريتم پاسكلوتي

�,�aرا برابر  ��� ��در زيرپوسته  � �d�"�,� : گيريم. در  در نظر مي "1!,1!�
  شوند. محدوديت پارامترها بصورت يكنواخت انتخاب ميε!سرافيني و -الگوريتم پاسكلوتي

كنيد، نقاط پارتو بصورت يكنواخت توسط  قسمت ج مشاهده مي 2- 6همانطور كه در شكل 
است.  16د. تعداد نقاط پارتو توليد شده در اين الگوريتم برابر ان الگوريتم پيشنهادي توليد شده
شود نقاط پارتو توليد هاي الف، ب و د مشاهده مي قسمت 2- 6اما همان گونه كه در شكل 
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دهند. درواقع تعداد نقاط پارتو توليد شده توسط  شده مرز پارتو را به طور كامل پوشش نمي
–سرافيني و -م پاسكلوتيو توسط الگوريت 9برابر  PMالگوريتم  ε 13محدوديت بترتيب برابر 

باشد. بنابراين در اين مثال با كمك الگوريتم پيشنهادي توانستيم تقريب مناسبي از  مي 3و 
  مرز پارتو  ارايه دهيم.

 2-6به ازاي روشهاي اسكالرسازي مطرح شده در اين مساله در جدول  GDمقدار معيار 
دهد كه تقريب جواب بدست آمده  ها نشان مي براي روش GD آمده است. مقدار معيار كيفيت

  هاي ديگر عملكرد بهتري داشته است. تر بوده و نسبت به روش از روش پيشنهادي دقيق
  

  ها با تقريب پنج رقم بعد اعشار معيار كيفيت روش :2- 6جدول 
 

 NM PM PS ÕÖ معيار كيفيت

GD 08162/0 19267/0 21779/0 17175/0 

  

  
  

  PMالف) نقاط توليد شده با الگوريتم (
  

  سرافيني-پاسكلوتي(ب) نقاط توليد شده با الگوريتم 
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  پيشنهادي(ج) نقاط توليد شده با الگوريتم 

  
  محدوديتε!(د) نقاط توليد شده با روش 

                                            

  .PMمحدوديت و ε!سرافيني، - يشنهادي، پاسكلوتيهاي  پ مقايسه الگوريتم 6- 2مساله  :2- 6شكل 

  
توسط يك  PMدر اين مساله سعي داريم الگوريتم پيشنهادي را با الگوريتم  6-3مساله 

ي نقاط مرزي پارتو در اين  هدفه با ناحيه شدني محدب مقايسه كنيم. همه مساله ساده سه
براي مساله  ]24[در مقاله  PMباشند. قابل ذكر است كه الگوريتم  مساله كارا (پارتو) مي

توان برتري الگوريتم پيشنهادي را نسبت به اين  است كه مي كار گرفته شده هدفه زير به سه
"���min  شود. هدفه مورد نظر بصورت زير فرموله مي الگوريتم نشان داد. مساله سه � ���, �t, �Ù", l. -. ��� ! 1"t : ��t ! 1"t : ��Ù ! 1"t ! 1 z 0, 							�� � 0, �t � 0, �Ù � 0. 

·تعداد تكرار در اين مساله را برابر  � ال در  گيريم و نقطه فوق ايده در نظر مي 5
�,�aرا برابر   ��� ��زيرپوسته � �d�"�,� براي انتخاب  6دهيم. همچنين در گام  قرار مي

,�Ì�بردار وزني  Ìt, ÌÙ" ها با  كنيم. وزن استفاده مي ]28[از  3الگوريتم  4-1هاي  از گام
0شرايط  z a/ z �aو  1 : at : aÙ � /Ìشوند. بنابراين  حاصل مي 1 � 1/a/  قرار

  دهيم. مي
تنها نقاط پارتو در  PMتوانيم نتيجه بگيريم كه با الگوريتم  مي 3- 6با مشاهده شكل 

شود. درواقع ناحيه شدني شامل نقاط پارتو (كارا) در  اخلي رويه پارتو توليد ميقسمت د
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شوند. در حالي كه در  ال و قسمت مرزي رويه پارتو بدون جستجو رها مي نزديكي نقاط ايده
شود و تقريب مناسبي براي رويه  قسمت ب با كمك الگوريتم پيشنهادي اين مشكل رفع مي

  شود. براي اين مساله ارايه مي PMپارتو نسبت به الگوريتم 
را نشان  PMهاي پيشنهادي و  نتايج بدست آمده از معيار كيفيت براي روش 3- 6جدول 

دهد. روش پيشنهادي با معيار كيفيت صفر برتر بودن عملكرد اين روش، نسبت به روش  مي
PM دهد. را نشان مي  
  

 شارها با تقريب پنج رقم بعد اع معيار كيفيت روش: 3- 6جدول 

 NM PM معيار كيفيت

GD 0 02490/0 

  
  PM(الف) نقاط توليد شده با الگوريتم 

  
  پيشنهادي(ب) نقاط توليد شده با الگوريتم 

                                                               

·با  PMپيشنهادي و الگوريتم   . مقايسه الگوريتم6- 3مساله :3- 6شكل  � 5.  

  

هدفه زير با ناحيه شدني نامحدب كه يك نسخه اصلاح شده از  مساله سه: 6-4مساله 
"���min  باشد، را در نظر بگيريد. مي ]29[اي در  مساله � �!��, !�t, !�Ùt", l. -. ! cos���" ! k�x�!�t" : �Ù z 0, 0 z �� z π, �t � 0, �Ù � 1.2. 

·در اين مساله  � برابر  ��� ��ال را در زيرپوسته  نقطه فوق ايدهو  7
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a�,� � �d�"�,� هاي بردار وزني  گيريم. درايه درنظر مي�Ì�, Ìt, ÌÙ"  را بطور يكنواخت

ß�Ùدر فاصله  , �tà يابيم كه با الگوريتم پيشنهادي  ، درمي4-6كنيم. با توجه به شكل  اختيار مي
نتايج بدست آمده از است.  ارايه شده PMتري از مرز پارتو نسبت به الگوريتم  ريب مناسبتق

با توجه آمده است.  4-6در جدول  PMهاي پيشنهادي و روش  براي روش GDمعيار كيفيت 
ها، برتري عملكرد روش  براي روش 4- 6جدول به مقدار معيار كيفيت بدست آمده در 

شود و جوابهاي بدست آمده از اين روش از تقريب ده ميدي PMپيشنهادي نسبت به روش 
  خوبي برخوردار است.

  
  ها با تقريب پنج رقم بعد اعشار : معيار كيفيت روش4- 6جدول 

  

 NM PM معيار كيفيت

GD 0 00884/0 

  
  

  
  PM(الف) نقاط توليد شده با الگوريتم 

  
  پيشنهادي(ب) نقاط توليد شده با الگوريتم 

                                         

·با  PMهاي پيشنهادي و  مقايسه الگوريتم 6- 4مساله  :4- 6شكل  � 5.  

  

 گيري نتيجه -7

تكنيكي براي اصلاح روش تقاطع مرزي نرمال محدودشده براي حل مسائل در اين مقاله 
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شده كرديم. در تكنيك جديد از يك رويكرد اسكالرسازي اصلاح پيشنهاد  سازي چندهدفه بهينه
سرافيني - استفاده كرديم كه با اضافه كردن متغيرهاي كمكي به قيدهاي مساله پاسكلوتي

هاي كارا (ضعيف و سره) مساله بهينه بدست آمده است. با ارايه قضايايي رابطه بين جواب
سازي چندهدفه و جوابهاي بهينه اين مساله اسكالرسازي را بررسي كرديم. در اين راستا 

تقريب زدن مرز پارتو در مسائل چندهدفه محدب و نامحدب گسسته  الگوريتمي براي
پذير كردن محدوديت روش تقاطع مرزي  (ناهموار) ارايه داديم. در الگوريتم جديد با انعطاف

نرمال محدودشده، اين روش را اصلاح كرديم. نتيجه اصلاحات لحاظ شده توليد نقاط پارتو 
مقايسه با روش تقاطع مرزي نرمال محدود شده و  بطور يكنواخت در سرتاسر مرز پارتو در

سرافيني مشكل اصلي انتخاب - باشد. در روش پاسكلوتي سرافيني مي- روش پاسكلوتي
باشد  پارامترهاي مناسب براي توليد نقاط كارا در سرتاسر مرز پارتو با توزيع يكنواخت مي

است. در اين مقاله با نتايج كه در اين الگوريتم با ارايه راهكارهايي اين مشكل برطرف شده 
سرافيني، تقاطع مرزي نرمال -هاي پاسكلوتي عددي، مزيت روش جديد را نسبت به روش

محدوديت نشان داديم. نتايج بدست آمده بيانگر آن است كه - محدودشده و روش اپسيلون
  الگوريتم ارايه شده براي تقريب زدن مرز پارتو در مسائل چندهدفه بسيار كارامد است.

هاي عددي با مزيت بيشتري براي حل  در پژوهش آتي سعي بر آن است كه الگوريتم
سازي چندهدفه ارايه دهيم بطوريكه نقاط مرزي پارتو در مسائل چندهدفه را با  مسائل بهينه

  توزيع يكنواخت توليد كنند. 
  

 ها شت  نو پي -8

1. Multiple objective optimization 

2. Decision maker 

3. Posteriori methods 

4. Priori methods 

5. Interactive methods 

6. Pareto 

7. The weighted sum method 

8. The s ! Constraint method 

9. Pascoletti-Serafini method 

10. The elastic constraint method 

11. Ehrgott and Ryan 
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12. The normal boundary intersection method 

13. The normal constraint method 

14. The modified normal boundary intersection method 

15. The weighted-constraint method 

16. Cone method 

17. The restricted normal boundary intersection 

18. Ghane-kanafi and Khorram 

19. Convex hull of individual minima 

20. Efficient solution 

21. Weak efficiency  

22. Trade-off 

23. Proper efficient 

24. Geoffrion 

25. Ideal point 

26. Utopia point 

27. Nadir point 
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